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Prefacio

L os avances tecnol6gicos de los ltimos veinticinco afios han producido varios cambios
en el curriculum de licenciatura, Estos cambios han apoyado el desarrollo de muchos
cursos de uno o varios semestres en los que s¢ presenta lo siguiente:

1. Métodos discretos que subrayan la naturaleza finita inherente a muchas problemas
y estructuras;

2. La combinatoria: el 4lgebra de la enumeracién o las técnicas para contar;

3. La teoria de grafos con sus aplicaciones e interrelaciones con dreas como las estruc-
turas de datos y los métodos de optimizacién; y,

4, Las estructuras algebraicas finitas que surgen junto con disciplinas como la teoria
de codigos, los métodos de enumeracion, las redes de puertas y los disefios combinatorios.

Una de las principales razones para el estudio de las materias de cualquiera de esos
cuatro grandes temas ¢s la abundancia de aplicaciones que se encuentran en las ciencias de
la computacién; en particular, en las 4reas de las estructuras de datos, la teorfa de los
lenguajes de computacién y el andlisis de algoritmos. También existen aplicaciones en
ingenieria y en las ciencias fisicas y biolégicas, asf como en la estadistica y las ciencias
sociales. En ia, las ticas di: ¥ oria proporc¢ionan un va-
lioso material para los estudiantes de otras 4reas, no s6lo para quienes se especializan en
mateméticas o en ciencias de la computacion.

El prop6sito principal de esta nueva edicitn es seguir ofreciendo una introduccién a las
mateméticas discreta y combinatoria. El material incluido estd dirigido alos principiantes,
por lo que se ofrece una gran cantidad de ejemplos con explicaciones detalladas. (Los

jemplos se por separads ysehauﬁ]izadouna!fmagruesaparadenomrclﬁnal
de cada ejemplo.) Ademés, cuando se dan demostraciones, éstas también se presentan con
¢l suficiente detalle (p do en los principi
El texto tiene los siguientes objetivos:

1. Presentar al estudiante de primer o segundo afio de licenciatura, o de niveles pre-
vios, los temas y técnicas de los métodos di yelma iento combinatorio.
Los problemas del conteo, 0 la enumeracién, necesitan un andlisis cuidadoso de la
estructura (por ejemplo, el hecho de que sea necesario o no el orden o la repeticién) y

v
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las posibilidades 6gicas. Incluso podria tratarse de una cuestién de existencia en algu-
nos casos. Al seguir ese andlisis cuidadoso, veremos con frecuencia que la soluci6n de
un problema necesita técnicas sencillas para contar los resultados posibles que surgen
de 1a descomposicién del problema dado en subproblemas menores.

2. Presentar una amplia gama de aplicaciones. En este aspecto, donde se necesiten las
estructuras del dlgebra abstracta, s6lo se desarrollaré la teorfa bésica necesaria para la
aplicacién. Ademds, las soluciones de algunas aplicaciones conducen por $i mismas a
procedimientos iterativos que llevan a algoritmos especificos. La aplicacién del enfo-
que algoritmico ala solucién de los problemas es fundamental en la matematica discre-
ta, ademds de que refuerza los estrechos lazos entre esta disciplina y el drea de ciencias
de la computacién.

3. Desarrollar la madurez matemdtica del estudiante a través del estudio de un drea
muy diferente de lo que tradicionalmente se incluye en el cilculo y las ecuaciones
diferenciales. Aqui, por ejemplo, se presenta la oportunidad de establecer resultados al
contar cierto grupo de objetos en més de una forma. Esto proparciona lo que se conoce
como identidades combinatorias; también se introduce una nueva técnica de demosira-
ci6n. En esta edicién, la naturaleza de la demostracién, junto con lo que constituye un
argumento vilido, se desarrolla en ¢l capitulo 2, que también incluye las leyes delalégica
y las reglas de inferencia. El anilisis es en este caso més amplio que el de la segunda
dicién, Las demostraciones per induccién matematica (junto con las definiciones
recursivas) se presentan en ¢l capitulo 4 y después se utilizan en todos los capitulos
posteriores.

Respecto a los teoremas y sus demostraciones, en muchos casos se ha intentado
derivarlos a partir de 1a observacién de ejemplos especificos. Asi mismo, cuando una
situacién finita da como resultado algo que no es cierto en el caso infinito, se ha hecho
hincapié en ella para que s¢ examine con atenci6n. Se han omitido las demostraciones
demasiado largas o muy especializadas; sin embargo, s proporcionan referencias para
¢l lector interesado en revisar la validacion de los resultados de las escasas demostra-
ciones omitidas. (El énfasis puesto en las demostraciones depender4 de los objetivos de
cada profesor y de sus estudiantes.)

4. Presentar un andlisis adecuado de los temas para el estudiante de ciencias de la
computacién, quien tomard cursos més avanzados en 4reas como las de estructuras de
datos, teoria de lenguajes de computaci6n y andlisis de algoritmos. El estudio de los
grupos, anillos, cuerpos y 4lgebras booleanas también proporcionard una introduceién
aplicada para los estudiantes de la carrera de matemdticas que deseen continuar su
estudio del &lgebra abstracta.

El lector de este libro debe contar, en primera instancia, con una base sélida en maternd-
ticas de nivel bachillerato y un interés por abordar y resolver distintos tipos de problemas.
Si bien no se requiere una capacidad particular para la programacién, en la obra aparecen
varios segmentos de programas (presentados principalmente en Pascal), disefiados y ex-
plicados para reforzar algunos ¢jemplos particulares. Respecto al cdlculo, més adelante en
este prefacio mencionaremos su alcance en los capitulos 9y 10.

Mi principal motivacién para escribir la primera y segunda ediciones de este libro fue
el apoyo recibido, durante varios afios, de mis alumnos y colegas, asi como de los estu-
diantes y profesores que usaron la primera edicion del texto en diferentes universidades.
Esas dos ediciones reflejaban mis intereses y los de mis alumnos, asi como las recomenda-
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ciones del Cr ittee on the Und d Program in Mathematics y de la Association
of Computing Machinery. Esta tercera edicién sigue la misma linea y refleja ahora las
recomendaciones tanto de los profesores como, en particular, de los estudiantes que han
utilizado o estdn utilizando la segunda edicién.

Caracteristicas

A continuacién se describen brevemente algunas de las principales caracterfsticas de la
nueva edici6n, las cuales tienen por objeto ayudar al lector (estudiante, profesor, etc.) a
aprender los fandamentos de las mateméticas discreta y combinatoria.

Enfasis en algoritmos y aplicaciones. En todo el texto se presentan algoritmos y apli-
caciones ¢n muchas dreas. Por ejemplo:

1. El capitulo 1 incluye varias situaciones particulares en las que se necesitan los
temas introductorios de enumeracién; en particular, un nuevo ejemplo estudia el tema
del recuento excesivo.

2. La seccién 7 del capitulo 5 proporciona una intreduccién a la complejidad
computacional. Este material se usa después en la seccién 8 de dicho capitulo para
analizar los tiempos de ej i6n de al progr ! les, uno de los cua-
les trata de la generacién de los mimeros de Fibonacci.

3. El material del capitulo 6 estudia los lenguajes y las miquinas de estados finitos.
Esto introduce al lector  un 4rea importante de las ciencias d¢ la computacién: la
teorfa de los lenguajes de computacién.

4, Los capitulos 7y 12 incluyen anélisis de las aplicaciones y algoritmos que tratan
de 1a ordenacion topolégica y las técnicas de bisqueda conocidas como bidsqueda en
profundidad y bisqueda en anchura.

5. En el capftulo 10 se analiza el tema de las relaciones de recurrencia; se tratan
aplicaciones sobre (a) la ordenacién por el método de la burbuja, (b) la bisqueda
binaria, (¢) los nimeros de Fibonacci, (d) la curva copo de nieve de Koch, (e) las
redes de resistencia lineal, (f) la estructura de datos llamada pila, y (g) los drboles
binarios.

6. El capftulo 16 presenta las propiedades fundamentales de la estructura algebraica
Tlamada grupo. Aqui se muestra cOmo se usa ¢sta estructura en el estudio de la teoria
algebraica de c6digos y en los problemas de conteo que requieren €l método de enu-
meracién de Polya

Explicaciones detalladas. Ya sea en un ¢jemplo 0 enla demostracién de un teorema,
las explicaciones pretenden ser cuidadosas y completas. La presentacién busca princi-
palmente que el lector que se inicia en el estudio de estas materias las comprenda mejor.

Ejercicios. El papel de los ejercicios en cualquier texto de mateméticas es primordial. La
cantidad de tiempo invertida en los ejercicios influye en gran medida en el ritmo del curse.
El profesor podré comprobar que el tiempo de clase utilizado en el andlisis de los ejerci-
cios variard, dependiendo del interés y los conocimientos mateméticos de los alumnos.
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En los 17 capitulos hay m4s de 1700 ejercicios. Los que aparecen al final de cada
seccion siguen, por lo general, el orden en que se desarrollé el material de la secci6n.
Estos ejercicios estdn disefiados para (a) repasar los conceptos bésicos de la seccidn;
(b) enlazar las ideas presentadas en las primeras secciones del capitulo; y (c) presentar
conceptos adicionales relacionados con los temas de la seccién. Algunos ejercicios pi-
den el desarrollo de un algoritmo, o la escritura de un programa de computador; con
frecuencia, para resolver cierta particularizacién de un problema general. Normalmen-
te esto sélo requiere un minimo de experiencia en programacién.

Cada capitulo concluye con un conjunto de ejercicios complementarios. Estos pro-
porcionan un repaso adicional de las ideas presentadas en el capitulo y también utilizan
material desarrollado en capitulos anteriores.

Al final del texto se proporcionan las soluciones de casi todas las partes de los ejer-
cicios de niimero impar.

Resiimenes de capitulo. La dltima seccién numerada de cada capitulo presenta un
resumen y un repaso histérico de las ideas principales de dicho capitulo. Esto tiene por
objeto dar al lector un panorama del contenido del capitulo, asi como informacién para
un estudio més profundo y sobre otras aplicaciones. Dicha profundizacién puede ba-
sarse sin ningiin problema en la lista de referencias proporcionada.

En particular, los restimenes que aparecen al final de los capitulos 1, 5 y 9 incluyen
tablas de las férmulas de enumeraci6n desarrolladas dentro de cada une de estos capi-
tulos. En algunos casos, estas tablas incluyen resultados de capitulos anteriores para
compararlos y mostrar la forma en que los nuevos resultados amplian los anteriores.

Organizacién

Las 4reas de matemiticas discreta y combinatoria son en cierta medida nuevas para el
curriculum de licenciatura, de modo que existen varias opciones acerca de los temas que
deben estudiarse en los cursos. Cada profesor y estudiante puede tener diferentes intere-
ses. En consecuencia, los aspectos que se abarcan en esta obra son bastante amplios, como
corresponde a un curso general. Aun asi, siempre habrd mas temas que algunos lectores
desearian incluir; asf mismo, habré diferencias de opini6n respecto al orden en que se
presentan algunos temas en este texto. .

En todo el texto se hace énfasis en la naturaleza e importancia del enfoque algoritmico
para la soluci6n de problemas. Las ideas y puntos de vista acerca de la resolucién de
problemas se ven reforzados aiin mds por las interrelaciones entre la enumeracién yla
estructura, dos de los temas principales que proporcionan un enlace para el material desa-
rrollado en el libro.

El material se subdivide en cuatro 4reas principales. Los primeros siete capitulos for-
man el nicleo del libro y presentan los fundamentos de las mateméticas discretas. Aqui se
presenta el material suficiente para un curso de matemiticas discretas con duracién de un
trimestre o un semestre. El material del capimlo 2 puede ser revisado por los estudiantes
que ya tengan conocimientos de 16gica. Para los interesados en el desarrollo y escritura de
demostraciones, este material debe examinarse con cuidado. Un segundo curso, que haga
hincapié en la combinatoria, debe incluir los capitulos 8, 9 y 10 (y si el tiempo lo permite,
las secciones 1,2, 3,9, 10y 11 del capitulo 16). En el capitule 9 se usan algunos resultados
del cdlculo; a saber, los fund. de la diferenciacién y la descomposicién en fraccio-
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nes simples. Sin embargo, aquellos que descen saltarse/este capitulo, podran estudiar las
secciones 1,2, 3, 6 y 7 del capitulo 10. A partir de los capitulos 11, 12 y 13 puede desarro-
Tarse un curso que ponga el énfasis en la teoria y las aplicaciones de los grafos finitos.
Esos capitulos forman la tercera subdivisién principal del texto. Para un curso de dlgebra
aplicada, los capitulos 14, 15, 16 y 17 (la cuarta y iiltima subdivisién) versan sobre las
estructuras algebraicas (grupo, anillo, dlgebra booleana y cuerpo) e incluyen aplicaciones
relativas a las funciones de conmutacion, la teoria algebraica de cédigos. y los disefios
combinatorios. Por tltimo, un curso acerca del papel de las estructuras discretas en la
ciencia de la computacién puede desarrollarse con ¢l material de los capitulos 11, 12, 13y
15, y las secciones 1 a 8 del capitulo 16. En esta parte hay aplicaciones acerca de las
funciones de conmutacién y la teorfa algebraica de ¢c6digos, asi como una introduccién a
la teoria de grafos y los érboles, y su papel en la optimizacién.

Otros posibles cursos pueden desarrollarse con base en las siguientes relaciones de
dependencia entre los capitulos.

Capitulo Dependencia de capitulos anteriores
1 Sin dependencia
2 Sin dependencia (Por lo tanto, un instructor puede iniciar un curso en

mateméticas discretas con el estudio de la I6gica o con una introduccién a
la enumeracidn.)
1,2
1,2,3
LZ3
1,2,3,5 (Lasecci6n 6.1 tiene una dependencia menor de las secciones 4.1,
42)
7 1, 2.3, 5. 6 (La seccién 7.2 tiene una dependencia menor de las secciones
4.1,4.2)
8 1, 3 (El ejemplo 8.3 de la seccitn 8.1 tiene una dependencia menor de la
seccidn 5.3) ]
9 1.3
10 1,3,4,5,9
11 1.2, 3, 4, 5 (Aunque algunas ideas de la teoria de grafos se mencionan en
los capitulos 5, 6, 7, 8 y 10, el material de este capitulo se desarrolla con
independencia del material de teorfa de grafos dado en estos resultados
anteriores.)
12 1,2,3,4,511
13 3,511, 12
14 2,3, 4,5, 7 (La funcién phi de Euler (¢) se usa en la seccién 14.3. Esta
funcién se obtiene en la seccion 8.1 pero el resultado puede usarse aqui, en
¢l capitulo 14, sin estudiar ¢l capitulo 8.)
15 2,3:5,F
16 1,2,3,4,5,7
17 2,3,4,5,7,14

U B W

Ademds, €l fndice de materias se ha disefiado cuidadosamente para hacer que ¢l texto
sea atin més flexible. Los términos se presentan con listas principales y varias listas secun-
darias. También hay una buena cantidad de referencias cruzadas. Esto se ha hecho con el
fin de ayudar al profesor que desee modificar el orden de presentacién y elegir uno propio.
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Cambios en la tercera edicién

Los cambios a la tercera edicién de Mat: discreta y bi ia varian de lo
moderado a 1o amplio. Sin embargo, el tono y el propésito del texto se mantienen. Sigue
siendo un objetivo del autor proporcionar, deniro de estas paginas, una introduccién séli-
da, legible y comp ible a las icas di y combinatoria para el estudiante
que comienza. Con base en los comentarios y criticas de los profesores y estudiantes que
usaron las dos primeras ediciones, se han hecho algunos cambios en la tercera edicion:

» Esta edicién incluye una introduccidn al uso de la notacién para la suma (sigma) en el
capitulo 1, asi como para la notacién del producto (pi) en el capitulo 4. Las ediciones
anteriores presuponian que el lector estaba familiarizado con este material.

* Se ha ampliado ¢l tratamiento de la escritura de demostraciones en el capitulo 2. En
particular, 1a nueva seccién 2.5 incluye material acerca de las reglas de especificacion
universal y generalizacién universal y su papel en la escritura de demostraciones. Esto
continda luego en la primera seccién del capitulo 3, donde se aplica para demostrar
teoremas relativos a conjuntos y subconjuntos.

* En la segunda edicién, las definiciones recursivas se desarrollaron en la seccién 4.1,
donde se introdujo el concepto de induccién matemitica. Aqui hemos dedicado la sec-
cién 4.2 al desarrollo del concepto de definicién recursiva. Esto nos ha permitido pre-
sentar los ndmeros de Fibonacci y los mimeros de Lucas relacionados con ellos antes
(del capftulo 10).

» Los niimeros arménicos aparecen (por primera vez) en la seccién 4.1 y se ha amplia-
do el estudio de los nimeros de Catalan en la seccidn 10.5.

* Se han incluido tres apéndices como ayuda al lector: los dos primeros son un repaso
de las funciones exponencial y logaritmica, y una introduccién a las matrices. El lector
verd que la exposicitn en esta parte es adecuada para comprender el material del texto
donde surgen esos conceptos. El iiltimo apéndice estudia los conjuntos numerables y
no numerables, para los que guieren algo m4s de conjuntos y funciones, es decir, quie-
nes deseen ampliar las ideas presentadas en los capitulos 3 y 5.

*+ Desde la publicacién de la segunda edici6n, el autor ha tenide oportunidad de hablar
con alumnos que han estudiado las matematicas en este libro. Estas charlas, junto con
revisiones de los profesores que han usado la segunda edicién, han llevado a anadir 87
nuevos ejemplos. El propésito de estos ejemplos es ayudar al estudiante en situaciones
donde, tal vez, sienta la necesidad de otro ejemplo.

= Hay més de 1700 ejercicios en esta nueva edicién. Esto representa un incremento de
mis de 300 respecto de la segunda edicién.

* Muchos de los restimenes y repasos histéricos que aparecen al final de los capitulos
han sido ampliados, y la lista de referencias ha sido actualizada. Ademds, cada resumen
¥ repaso histérico incluye ahora al menos una ilustracién del matematico mencionado

en el repaso.
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1

Principios
fundamentales
del conteo*

L a enumeraci6n, o conteo, puede parecer un proceso obvio que un estudiante aprende al

estudiar aritmética por primera vez. Pero luego, segiin parece, s¢ presta poca atencién

en lo que se refiere a un desarrollo mds amplio del conteo conforme el estudiante pasa a
sreas “mis dificiles” de las mateméticas, como el dlgebra, la geometria, la trigonometria y
¢l célculo. En consecuencia, este primer capitulo deberd servir como advertencia acerca
de la seriedad y dificultad del “mero” conteo.

La enumeracién no termina con la aritmética. También tiene aplicaciones en dreas como
lateoria de c6digos, la probabilidad y estadistica (en mateméticas), y el andlisis de algoritmos
(en ciencias de la computacion). Los capimlos posteriores mostrardn algunos ejemplos
especificos de estas aplicaciones.

A medida que vayamos entrando en este fascinante campo de las matemdticas, nos
encontraremos con muchos problemas que s¢ pueden enunciar en forma sencilla pero que
son “duros” de resolver. Asi, asegirese de aprender y comprender las formulas bésicas,
pero ne confie demasiado en ellas, ya que, sin el andlisis de cada problema, el mero
conocimiento de las férmulas es casi indtil. En vez de ¢ello, acepte el reto de resolver
problemas poco usuales 0 diferentes de los problemas que ha visto en el pasado. Busque
soluciones con base en su propio andlisis sin importar si s exactamente 1a que proporcio-
na el autor. Con frecuencia existen varias vias para resolver un problema dado.

1.1
Reglas de la suma y del producto

Nuestro estudio de las matemdticas discreta y combinatoria comienza con dos principios
bésicos del conteo: las reglas de la suma y del producto. Los enunciados y aplicaciones
iniciales de estas reglas parecen sencillos. Al analizar problemas més complejos, a menudo
podemos descomponerlos en partes que pueden resolverse mediante estos principios basi-
cos. Queremos desarrollar la capacidad de “descomponer” dichos problemas y acomodar

* En este texto s han utilizado los términos “conteo”, “recuento” y “contar” para traducir el término
counting. (N. del T.)
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nuestras soluciones parciales para Ilegar a la respuesta final. Una buena forma de hacerlo

consiste en analizar y resolver muchos problemas distintos de enumeracién, tomando nota,

todo el tiempo, de los principios utilizados en la solucién. Este es el método que seguiremos.
Nuestro primer principio del conteo puede expresarse de la forma siguiente:

Observe que cuando decimos que una ocurrencia particular, como una primera tarea, pue-
de realizarse de m formas, se supone que estas m formas son distintas, a menos que se
indique lo contrario. Esto serd asf a lo largo de todo el texto.

La biblioteca de una universidad tiene 40 libros de texto de sociologia y 50 de antropolo-
gia. Por laregla de la suma, un estudiante de esta universidad puede elegir entre 40 + 50 =
90 libros de texto para aprender acerca de alguno de estos dos temas.

La regla puede ampliarse a mds de dos tareas, siempre que ninguna pareja de tareas pueda
ocurrir en forma simulténea. Por ejemplo, un instructor de ciencias de la computacién que
tiene, digamos, cinco libros de nivel introductorio acerca de APL, BASIC, FORTRAN y
Pascal puede recomendar cualquiera de estos 20 libros a un estudiante interesado en aprender
un primer lenguaje de programacién.

Elinstructor de ciencias de la computacién del ejemplo 1.2 tiene dos colegas. Uno de ellos
tiene tres libros de texto acerca del andlisis de algoritmos y el otro cuenta con cinco libros.
Si n denota el mimero méximo de libros diferentes sobre el tema que el instructor puede
pedirles prestados, entonces 5 < n < 8, ya que ambos profesores podrian tener copias del
mismo libro (o libros).

El siguiente ejemplo presenta nuestro segundo principio de conteo.

Al tratar de tomar una decisi6n acerca de la ampliacién de una planta, un administrador
organiza a 12 de sus empleados en dos comités. El comité A estd formado por 5 miembros
y estd encargado de investigar los Itados favorables posibles de dicha ampliacién. Los
otros siete empleados, del comité B, revisarén todas las posibles repercusiones desfavora-
bles. Si el administrador decide hablar sélo con un comité antes de tomar su decisién,
entonces, por la regla de la suma, existirdn 12 empleados a los que puede llamar. Sin
embargo, para tener menor sesgo, antes de tomar una decisién, decide hablar con un miem-
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bro del comité A el lunes y el martes con un miembro del comité B. Mediante el siguiente
principio, vemos que puede elegir a esos dos empleados de 5 X 7 = 35 formas.

Esta regla se conoce también como el principio de eleccidn.

El club de teatro de la Universidad Central realiza ensayos para una obra que se montard
en primavera. Si seis hombres y ocho mujeres ensayan para los papeles principales (mas-
culino y femenino), por la regla del producto, el director puede elegir a la pareja principal
de 6 X 8 =48 formas.

Ahora ejemplific: varias iones de la regla, examinando la fabricacion de pla-
cas de automévil que constan de dos letras seguidas por cuatro digitos.

a) Si ninguna letra o digito se puede repetir, habrd 26 x 25 X IOX9IxX8XT=
3,276,000 placas posibles diferentes.

b) Sise permite repetir las letras y los digitos, serd posible tener 26 % 26 % 10 x 10 X
10 % 10 = 6,760,000 placas diferentes.

¢) Si se permiten las repeticiones, como en la parte (b), ;cudntas placas tendrén sola-
mente vocales (A, E, I, O, U) y digitos pares? (0 es un entero par.)

En la memoria principal de un computador, 1a informacién se almacena en celdas de me-
moria. Para identificar las celdas de memoria principal del computador, cada celda tiene
asignado un nombre tnico conocido como su direccién. En algunos computadores, una
direcci6n se representa mediante una lista ordenada de ocho simbolos, en la que cada
simbolo es uno de los bits (de binary digits, digitos binarios) 0 o 1. Esta lista de ocho bits
se denomina byte. Mediante la regla del producto, vemos que existen2 X 2 X2X2X2
% 2 X 2 X 2=2%=256 de esos bytes. Por lo tanto, tenemos 256 direcciones paralas celdas
de memoria en las cuales es posible almacenar informacién. *
Algunas maquinas (incluyendo la familia de la PDP 117 utilizan direcciones de dos
G bytes. Tal direccién se forma con dos bytes consecutivos, o 16 bits consecutivos, de modo
que es posible almacenar hasta 256 X 256 =2° X 28 =218 = 65,536 piczas de informacion.
Otros computadores (incluyendo el IBM PC/RT#) utilizan sistemas de direccionamiento
de cuatro bytes. En este caso, se dispone de hasta 28 x 28 x 28 X 2% =2=4,294,967.296
direcciones para almacenar informacién en las celdas de memoria de la mdquina.

+ La familia de computadores PDP-11 es un producto de Digital Equipment Corporation.
§ El procesador IBM PC/RT estd i por ional Busi 1
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A veces es necesario combinar varios tipos diferentes de principios de conteo en la solu-
¢i6n de un problema. Aquf veremos que necesitamos ambas reglas, la de la suma y ladel
producto, para obtener el resultado.

En algunas de las primeras versiones del lenguaje de programacién BASIC, el nombre
de una variable consta de una sola letra (A, B, C, -} 0 una sola letra seguida de un solo
digito. Como el computador no distingue entre las letras maytsculas y miniisculas, a y A
se consideran como el mismo nombre de variable, asi como también E7 y e7. Por la regla
del producto, existen 26 X 10 = 260 nombres de variables que constan de una letra segui-
da por un digito; y como hay 26 nombres de variables que constan de una sola letra, porla
regla de la suma existen 260 + 26 = 286 nombres de variables en este lenguaje de progra-
macion.

1.2
Permutaciones

Para scguir con el andlisis de las aplicaciones de la regla del producto, contaremos ahora
disposiciones lineales de objetos, también conocidas como permutaciones cuando los ob-
jetos son distintos. Desarrollaremos algunos métodos sistematicos para el estudio de las
disposiciones lineales, partiendo de un ejemplo bastante comiin,

En un grupo de 10 estudiantes, se escogerd a cinco y se les sentard en fila para una foto.
¢Cudntas disposiciones lineales son posibles?

La palabra clave aqui es disposicidn, que indicala importancia del orden. SiA, B, C, ...,
I J denotan a los 10 estudiantes, entonces BCEFI, CEFIB yABCEFG son tres disposiciones
diferentes, aunque las dos primeras est4n formadas por los mismos cinco estudiantes.

Para responder la pregunta, analizamos las posiciones y el nimero posible de estudian-
tes que podemos elegir para ocupar cada posicién. La ocupacitn de una posicién es una
etapa de nuestro procedimiento.

10 X 9 x 8 X 7 X 6
primera segunda tercera cuarta quinta
posicién posicién pasicién posicién posicién

Cualquiera de los 10 estudiantes puede ocupar la primera posicion de 1a fila. Puesto que
aqui no son posibles las repeticiones, s6lo podemos elegir a uno de los demds estudiantes
para que ocupe la segunda posicién. Continuando de esta manera, s6lo tenemos seis estu-
diantes de donde elegir para que ocupen la quinta y iltima posicién. Esto produce un total
de 30,240 disposiciones posibles de cinco estudiantes seleccionados del grupo de 10.

Se obtiene exactamente la misma respuesta si las posiciones se ocupan en el orden
inverso (6 X 7 X 8 X 9 X 10). Si el orden seguido es 3° 1°, 4°, 5°y 2° (es decir, se ocupa
primero la tercera posicién, luego la primera, luego la cuarta, luego la quinta y por tltimo
Ia segunda), entonces larespuestaes 9 X 6 x 10 X 8 X 7.
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Como en el ejemplo 1.9, con frecuencia el producto de ciertos enteros posiivos conse-
cutivos interviene en los problemas de enumeracién. En consecuencia, la siguiente nota-
ci6n resultar4 il al trabajar con dichos problemas, ya que a menudo nos permitird expre-
sar las respuestas en forma mds conveniente.

Definiciéon 1.1

Para un entero r = 0, n factorial (que se denota con n!) se define como

0=1,
=@r-Din-2--@@Q. v n=1

Asi, 11=1,2'=2,31=6,4'=24y 5! = 120. Ademds, paracadan = 0, (n + 1)! =
(n+ 1) (n!).

Debemos tomar nota de la rapidez con que crecen los valores de n!. Asi que, antes de
proseguir, intentaremos tener una idea més clara de la velocidad con que crece n'. Pode-
mos calcular que 10! = 3,628,800, y éste es precisamente el ndmero de segundos que hay
en seis semanas. En consecuencia, 11! es superior al nimero de segundos que tiene un
afie, 12! supera el mimero que hay en 12 afios, y 13! sobrepasa la cantidad de segundos
que tiene un siglo.

Y ahora, si utilizamos la notacién factorial, veremos que la respuesta del ejemplo 1.9 se
puede expresar en forma méds compacta:

5x4x3x2x1_ 10!

Xx8&8xTx6=10x —_— =
10xOXBXTXE=10X9xX8x T X6 X T 5

Definicion 1.2

Dada una coleccién de n objetos distintos, cualquier disposicion (lineal) de estos objetos
se denomina permutacién de la coleccion.

Si partimos de las letras a, b, ¢, veremos que hay seis formas de disponerlas, o permu-
tarlas: abc, ach, bac, bea, cab, cha. Si s6lo estamos interesados en colocar dos letras a la
vez, habrd seis permutaciones de tamafio dos para la coleccién: ab, ba, ac, ca, be, ¢b.

Baywamenomaosmm&qwsedenmmu;,ag,...,a.,,yresun

entero,conl <r=<n, enumm.por!amglachi d el ni dep ione:
de tamafio r para los r objetos es
AX -1 X@-2X = X@m-r+l)=
primers sequnda  tercera. r-ésima
A n o o

(n)(r_:_—I)(n—Z)--~.(n-r+i)x(”_')("_r_1)"'(3)(2')(1') it

m-D-r-1---@@D -9
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Denotamos este mimero con P(n, r). Para r= 0, P(n,0)=1=n!/(n— 0)!, de modo que
P(n, r)=nl(n—r)!, donde 0 < r < n. Un caso particular de este resultado es el ejemplo 1.9,
donden=10,r= 5yP(10, 5)=30,240. Cuando permutamos los n objetos de la coleccitn,
tenemos r= ny vemos que P(n, n} = n!/0! = nl.

Observe, por ejemplo, que sin = 2, entonces P(n, 2) =n!l(n—2)! = n(r —1). Cuando
n >3, se tiene que P(n, n = 3) = n¥[n - (n=3)]! = n¥/3! = (n)(n — )(n - 2)---(5)(4).

El nimero de permutaciones de tamafio r, donde 0 < r < n, de una coleccidn de n
objetos es P(n, r) =n!/(n - r)\. (Recuerde que P(n, r) cuenta disposiciones (lineales) en las
que los objetos no pueden repetirse.) Sin embargo, si se permiten las repeticiones, enton-
ces, por la regla del producto, existen »” disposiciones posibles, con r = 0.

El niimero de permutaciones en la palabra COMPUTER es 8!. Si s6lo se utilizan cuatro de
las Jetras, el niimero de permutaciones (de tamafio cuatro) es P(8, 4) = 88 —-4)'=814! =
1680. Si se permiten repeticiones de las letras, el nimero de secuencias posibles de 12
letras es 812 = 6.872 x 10°.7

A diferencia del ejemplo 1.10, el nimero de disposiciones (lineales) de las cuatro letras de
la palabra BALL es 12, no 4!, 0 24. La razén es que no tenemos que ordenar cuatro letras
distintas. Para obtener las 12 disposiciones, podemos enumerarlas como se muestra en la
tabla 1.1(a).

Si las dos letras L se distinguen como L,, L., entonces podemos utilizar nuestras ideas
anteriores relativas a las permutaciones de objetos distintos; con los cuatro simbolos dis-

tintos B, A, L, L., 4! =24 pern i Estas s¢ enumeran en la tabla 1.1(b).

Tabla 1.1

ABLL | AB L L ABLL
ALBL | ALB L, ALBL
ALLB | AL LB ALLB
BALL |B ALL B ALL
BLAL |BL AL B L,AL
BLLA|BLIL A BL,L A
LABL |L ABL, L AB L
LALB|L AILB L, AL B
LBAL |L;B AL, LB AL
LBLA|LBTIL A L. B L A
LLAB|L L, AB L L, AB
LLBA L LB A L, L,B A
(@) (®)

¥ El simbolo “ =" se lee “es aproximadamente igual a”.
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La tabla 1.1 revela que a cada disposicidn en la que las letras L son indistinguibles le
corresponde una pareja de permutaciones con letras L distintas. En consecuencia,

2 X (Ndmero de disposiciones de las letras B,A, L. L)
= (Nimero de permutaciones de los simbolos B, A, L;, L.).

y la respuesta al problema original de encontrar todas las disposiciones de las cuatro letras
que hay en BALL es 41/2 = 12.

Con la idea desarrollada en el ejemplo 1.11, analizaremos ahora las disposiciones de las
seis letras de PEPPER.

Existen 3! = 6 disposiciones con las letras P distinguidas para cada disposicién en las
que las letras P no se distinguen. Por ejemplo, P,EP-P:ER, P,EP:P:ER, P-EP,P:ER.
P.EP:P.ER, P.EP,P.ER ¥ P;EP-P\ER corresponden a PEPPER cuando eliminamos los
subindices de las letras P. Ademds, a la disposicién P;EP,P:ER le corresponde la pareja de
permutaciones P,E,P:P:E:R, P,E.P,P.E.R. cuando se distinguen las letras L. En conse-
cuencia,

(21)(3!)(Nimero de disposiciones de las letras de PEPPER)
Nimere de permutaciones de los simboelos Py, Eq, P;, P, Ez, R),

de modo que el nimero de disposiciones de las seis letras de PEPPER es 6!/(2! 31) = 60.

Antes de enunciar un principio general para disposiciones con simbolos repetidos. ob-
serve que en los dos ejemplos previos resolvimos un nuevo tipo de problema relacionadndo-
lo con los principios de enumeracion anteriores. Esta préctica es comun en las matemali-
cas en general y aparece con frecuencia en la deduccién de férmulas discretas y
combinatorias.

En general, si existen  objetos con 7, de un primer tipo, 1, de un segundo tipo. ... ¥ 7.
- !
Tt

ciones (lineales) de los n objetos dados. {Los objetos del mismo tipo )

de un r-ésimo tipo, donde ny + ny + --- £ 1, =0, © existen Idisposi-

La MASSASAUGA es una serpiente venenosa marrén y blanca originaria de América del
Norte. Al ordenar todas las letras de MASSASAUGA, vemos que existen

10!
41317111111 =25.200
disposiciones posibles. Entre ellas, hay
1
ELE )

ERE T
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en las que estdn juntas las cuatro letras A. Para obtener este iiltimo resultado, considera-
mos todas las disposiciones de los siete simbolos AAAA (un simbolo), S, S. S, M, U, G.

Determine el niimero de trayectorias (escalonadas) del planoxy de (2, 1) a (7, 4); cada tra-
yectoria estd formada por escalones individuales que van una unidad hacia la derecha (R)
0 una unidad hacia arriba (U). Las lineas azules de la figura 1.1 muestran dos de estas
trayectorias.

Debajo de cada trayectoria de la figura 1.1 enumeramos cada escalén. Por ejemplo, en
la parte (a),lalistaR, U, R, R, U,R, R, Uindicaque a partir del punto (2, 1), primero nos
movemos una unidad hacia la derecha [a (3, 1)], luego una unidad hacia arriba [a(3.2)].
luego dos unidades a la derecha [a (5, 2)], etc., hasta alcanzar el punto (7, 4). La trayectoria
consta de 5 letras R para los movimientos a la derecha y 3 letras U para los movimientos
hacia arriba.

¥ ¥y
4 4 T —e
; N
2 J 2
1 1
LT LTI, 3
1 2 3 4 5 6 7 t 2 3 4 5 6 7
(&) RURRURRU (b} URRRUURR
Figura 1.1

La trayectoria de la parte (b) de la figura también estd formada por 5 letras R y 3 letras
U. En general, el recorrido de (2, 1) 2 (7, 4) necesita de 7— 2 = 5 movimientos horizontales
aladerechay 4 — I =3 movimientos verticales hacia arriba. En consecuencia, cada trayec-
toria corresponde a una lista de 5 letras R y 3 letras U, y la solucion para el nimero de
trayectorias resulta ser el nimero de disposiciones de estas letras, que es 8/(5! 3!) = 56.

Haremos ahora algo més abstracto y demostraremos que siz y k son enteros positivos con
n =2k, entonces n!/2* es un entero. Como nuestro argumento se basa en la enumeracién, es
un ejemplo de demostracién combinatoria.

Consideremos los n simbolos x;, x;, Xa, X», .. X, El nimero de formas en que pode-
mos ordenar estos n = 2k simbolos es un entero igual a

n! n!
212121 %
e
k factores de 2!
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Por dltimo, aplicaremos lo desarrollado hasta ahora a una situacion en la que las dispo-
siciones no son lineales.

Si seis personas, designadas como A, B, ., F, se sientan en torno de una mesa redonda,
;cudntas disposiciones circulares diferentes son posibles. si las disposiciones se conside-
ran iguales cuando una puede obtenerse de otra mediante una rotacién? (En la figura 1.12,
las disposiciones (a) y (b) se consideran idénticas, mientras que (b), (c) y (d) son tres
disposiciones distintas.)

A C A D
D B F D B D E A
C E E A E € F C
F B F B
@ (b) (© (d)
Figura 1.2

Como en muchas circunstancias nuevas, hemos intentado relacionar este problema con
otros anteriores con los que ya nos hemos topado. Partiendo de las figuras 1.2 (a) y (b),
desde la parte superior de la circunferencia y moviéndonos en ¢l sentido de las manecillas
del reloj, enumeramos las disposiciones lineales diferentes ABEFCD y CDABEEF, que co-
rresponden a la misma disposicién circular. Ademés de estas dos, otras cuatro disposicio-
nes lineales (BEFCDA, DABEFC, EFCDAB y FCDABE) también comresponden a la mis-
ma disposicién circular, como en (2) y (b). Asi, puesto que cada disposicién circular co-
rresponde a seis disposiciones lineales, tenemos 6 X (Nimero de dispesiciones circulares
de A, B, ..., F) = (Niimero de disposiciones lineales de A, B,..F)=6.

En consecuencia, existen 61/6 = 5! = 120 disposiciones de A, B, ..., Fen torno a la mesa
redonda.

Supongamos ahora que las seis personas del ejemplo 1.16 son tres parejas casadas y que
A, By C son las mujeres. Deseamos colocar a las $eis personas en tormo a la mesa redonda
de modo que los sexos sc alternen. (De nuevo, las disposiciones se consideran idénticas si
una se puede obtener de la otra mediante una rotacion.)

Antes de ocuparnos de este problema, resolveremos el ejemplo 1.16 mediante un méto-
do alternativo, &l cual nos ayudaré en la solucion de nuestro problema actual. Si coloca-
mos a A en la mesa como se muestra en la figura 1.3(a), faltan por llenar cinco lugares (en
el sentido de las manecillas del reloj a partir de A). El hecho de ocupar estos lugares con B,
C, ..., E es el problema de permutar B, C, ..., F de manera lineal, y esto puede hacerse de 5!
=120 formas.
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A A
5 1 M3 M1
4 z 3 R
3 M2
(@) ®)

Figura 1.3

Para resolver el nuevo problema de alternar los sexos, consideremos el método que se
muestra en la figura 1.3(b). A (una mujer) se coloca como antes. La siguiente posicién, en
el sentido de las manecillas del reloj a partir de A, se marca como M1 (hombre 1) ¥ puede
ocuparse de tres formas. Si continuamos en la misma direccién, a partir de A, la posicién
F2 (mujer 2) puede ocuparse de dos formas. Siguiendo de esta forma y, por la regla del
producto, existen 3 X 2 X 2 x 1 X 1= 12 formas en las que estas scis personas pueden
ordenarse sin que dos hombres o dos mujeres se sienten juntos.

EJERCICIOS 1.1
Y12

1.

Durante una campana local, ocho candidatos republicanos y cinco deméceratas se nominan

para presidentes del consejo escolar.

a) Si el presidente va a ser alguno de estos candidatos, icudntas posibilidades hay para el
posible ganador?

b) ;Cudntas posibilidades hay para que una pareja de candidatos (uno de cada partido) se
opongan entre si en la eleccion final?

€©) ¢ Qué principio del conteo se usé en la parte (a)?, zen la parte (b)?

Responda la parte (c) del gjemplo 1.6.

Los automéviles Buick se fabrican en 4 modelos, 12 colores, 3 tamafios de motor y 2 tipos de
transmisién.

a) ;Cufntos Buick distintos se pueden fabricar?

b) Siuno delos colores disponibles es el azul, ;cuantos Buick azules diferentes se pueden fabricar?

a) El consejo directivo de una empresa farmacéutica tiene 10 miembros. Se ha programado
una préxima reunién de accionistas para aprobar una nueva lista de ejecutivos (elegidos
entre los 10 miembros del consejo). ;Cuéintas listas diferentes, formadas por un presidente,
un vicepresidente, un secretario y un tesorero, puede presentar el consejo a los accionistas
para su aprobacién?

b} Tres miembros del consejo de directores (de la parte a) son médicos. ;Cuantas listas de la
parte (a) tienen

i) un médico nominado para Iz presidencia?
ii) exactamente un médico en la lista?
jii) al menos un médico en la lista?

Un sdbado, cuando iban de compras, Juana y Teresa vieron a dos hombres alejarse en automé-
vil de la fachada de una joyeria, justo antes de que sonara una alarma contra robos, Aungue
todo ocurrié muy répido, cuando fueron interrogadas las dos jévenes, pudieron dar a la policia
la siguiente informacién acerca de la placa (que constaba de dos letras seguidas de cuatro
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digitos) del antomévil que huyé. Teresa estaba segura de que la segunda letra de la placa era
una O o una Q, y que el dltimo digito eraun 3 oun 8. Juana dijo que la primera letra de 12 placa
erauna C o una G y que el primer digito era definitivamente un 7. (Cudéntas placas diferentes
tendr4 que verificar la policia?

Con ¢l fin de juntar fondos para una nueva alberca municipal, la cAmara de comercio de cierta

ciudad patrocina una carrera. Cada participante paga una cuota de inscripcién de $3 y tiene la

probabilidad de ganar uno de los trofeos de distinto tamafio que se entregaran a los primeros

ocho corredores que lleguen a la meta.

a) Si 30 personas entran a la carrera, ;de cusntas formas serd posible entregar los tro-
feos?

b) Si Roberta y Clara son dos de los participantes en la carrera, ;de cuéntas formas se pueden
otorgar los trofeos de modo que ellas queden entre los tres primeros lugares?

. Un anuncio de hamburguesas indica que un cliente puede ordenar su hamburguesa con alguno.

con ninguno de los siguientes ingredientes o con todos: catsup, mostaza, mayonesa, lechuga.
tomate, cebolla, pepinillos, queso o champifiones. (Cuéntas érdenes diferentes de hamburgue-
sa se pueden servir?

Matfas trabaja como operador de computador ¢n una pequena universidad. Una tarde, €1 ve
que durante ¢l dia se han enviado 12 programas para su Procesamiento por lotes. i De cudntas
formas puede crdenar Matias ¢l procesamiento de estos programas si: (a) no existen restriccio-
nes? (b) él considera que cuatro de los programas tienen prioridad sobre los otro ocho y desea
procesarlos antes? (c) primero separa los programas en los cuatro de maxima prioridad, cinco
de menor pricridad y tres de minima prioridad, y desea procesar los 12 programas de modo que
los de méxima prioridad se procesen primero y los tres programas de minima prioridad se
procesen al final?

La cafeteria Paty tiene ocho tipos diferentes de pasteles y seis tipos diferentes de bollos.

Ademés de las piezas de pasteleria, es posible adquirir vasos pequefios, medianos o grandes

de las siguientes bebidas: café (negro, con crema, con aziicar, 0 con crema y azicar), té&

(solo, con crema, con azticar, con crema y aziicar, con limén, o con limén y aziicar)., choco-

late caliente y jugo de naranja. Cuando Carolina va a la cafeteria Paty, jde cudntas formas

puede ordenar

a) una picza de pastelerfa y una bebida mediana para elia?

b) una pieza de pasteleria y un vaso de café para ella, y un bollo y un vaso de t€ para su jefe,
1a sefiora Duefias?

©) una pieza de pasteleria y un vaso de té para ella, un bollo y un vaso de jugo de naranja para
1a sefiora Duenias y una pieza de pasteleria y un vaso de café para cada uno de sus asistentes,
el sefior Torres y la sefiora Gil?

. Pamela tiene 15 libros distintos. ;De cuéntas formas puede colocar sus libros en dos repisas de

modo que haya al menos un libro en cada una? (Tenga en cuenta que los libros, en cualquier
disposicién, estdn ordenados uno junto 2 otro, ¥ el primer libro de cada repisa queda en el lado
izquierdo de la misma.)

. Tres pueblos, designados comoA. By C, estdn intercomunicados por un sistema de carreteras

de doble sentido, come se muestra en la figura 1.4

a) ;De cudntas formas puede Elena ir del pueblo A al pueblo C?

b) ;Cudntos trayectos puede hacer Elena del pueblo A al pueblo C y de regreso al pueblo A7

¢} ¢Cuéntos de los trayectos completos de la parte (b) son tales que el viaje de regreso (del
pueblo C al pueblo A) es diferente, al menos parcialmente, de la ruta que toma Elena del
pueblo A al pueblo C? (Por ejemplo, st Elena viaja del pueblo A al pueblo C por las
carreteras R, y Re, para regresar podria tomar las carreteras Re ¥ R;. 0 las carreteras Re y
R;.0laR,ylaR; 0laR,, entre otras posibilidades, pero no viajando por las carreteras Rs
¥Ry
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124
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Rg

Figura 1.4

Enumere todas las permutaciones de las letras a, ¢, t.

a) ;Cudntas permutaciones existen para las ocho letras a, ¢, f. g, 1.t w x?

b) ;Cudntas de las permutaciones de la parte (a) comienzan con la letra t?7

) (Cuéntas de las permutaciones de la parte (a) comienzan con la letra t y terminan con la
letra c?

Evalie cada uno de los siguientes casos.
a) P(7, 2) b) P(8, 4) c) P(10, 7) d) P(12, 3}
¢De cudntas formas es posible ordenar los simbolos a. b, ¢, d, e, e. &, e, & de modo que ninguna

¢ quede junto a otra?

Para la transmisién de mensajes en un sistema de comunicacién se usa un alfabeto de 40
simbolos. ;Cudntos mensajes distintos (lista de simbolos) de 25 simbolos puede generar el
transmisor si los simbolos se pueden repetir en el mensaje? ;Cudntos, si 10 de los 40 simbolos
solo pueden aparecer como el primero o el iltimo simbolo del mensaje, o en ambas posiciones
a la vez, los restantes 30 simbolos pueden aparecer en cualquier parte, y las repeticiones de
todos los simbolos estdn permitidas?

En una implementacién del lenguaje de programacién Pascal, un identificador consta de una
sola letra, o de una sola letra seguida de hasta siete simbolos, que pueden ser letras o digitos.
(Supongamos que el computador no distingue entre las letras mayiisculas y mindsculas; hay
26 letras y 10 digitos). Sin embargo, ciertas palabras clave estin reservadas para los coman-
dos: en consecuencia, estas palabras clave no pueden usarse como identificadores, Si esta
implementacién tiene 36 palabras reservadas, ;cudntos identificadores diferentes son posibles
en esta version de Pascal?

La producci6n de una pieza de una méquina consta de cuatro etapas. Hay seis lineas de ensam-
ble disponibles para la primera etapa, cuatro lineas para la segunda etapa, cinco para la tercera
¥ cinco para la dltima. Determine la cantidad de formas diferentes en que dicha pieza puede
quedar totalmente ensamblada en este proceso de produccién.

Un profesor de ciencias de la computaci6n tiene siete libros de programacién diferentes en una
estanteria. Tres de los libros son de FORTRAN; los otros cuatro de BASIC, i De cudntas for-
mas puede ordenar el profesor estos libros: (a) si no hay restricciones?, (b) si los lenguajes se
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20.

21.

22.

23.

24.

25,

26.

27.

28.

29,

deben alternar?, (c) si todos los libros de FORTRAN deben estar juntos?, (d) si todos los libros
de FORTRAN deben estar juntos y los libros de BASIC también?

{Qué nombre de estado implica més disposiciones de las letras de sunombre: PENNSYLVANIA
o MASSACHUSETTS?

a) ;De cudntas maneras se pueden colocar las letras de VISITING?
b) Para las disposiciones de la parte (a), jcuéntas de ellas tienen las tres letras 1 juntas?

¢De cutintas formas se pueden colocar las letras de la palabra POLYUNSATURATED de mode
que se mantenga el orden en que aparecen las vocales?

8) ;Cuintas disposiciones hay de todas las letras de la palabra SOCIOLOGICAL?
b) ¢En cuéntas de las disposiciones de la parte (a) estan juntas laAylaG?
¢) ¢En cusntas de las disposiciones de la parte (a) estdn juntas todas las vocales?

¢Cuéintos enteros positivos z se pueden formar con los digitos 3,4, 4, 5,5,6, 7 si queremos que
n sea mayor que 3,000,0007

Doce platillos (con forma idéntica) se or- I— ‘
denan en cuatro columnas verticales, como
se muestra en la figura 1.5. Hay cuatro de
color rojo en la primera columna, tres de
color azul en la segunda columna, dos gri-
ses en la tercera columna y tres blancos
en la cuarta. Para entrar al equipo de tiro
de su universidad, Dora debe romper los
12 platillos (con su pistola y sélo 12 ba-
las) y, para esto, siempre debe romper ¢l
platillo que queda en la parte inferior de

e

la En estas dici ide
cudintas formas puede disparar (y romper)
los 12 platillos? Figura 1.5

Muestre que, para cualquier pareja de enteros n, r = 0,sin+1 > rcentonces

n+l
n+l-r

P(n+1,7= ( )P(n. .

Determine el valor (0 los valores) den en cada uno de los siguientes casos: (a) P(r, 2) =90. (b)
P(n, 3)=3P(n. 2). y (c) 2P(n, 2) + 50 = P(2n. 2).

Cufintas trayectorias distintas bay de (0, 0) a(7, 7) en el planoxy si una trayectoria s¢ constru-
ye paso a paso, yendo ya sea un espacio a la derecha (R) o un espacio hacia arriba (U)? ;Cudn-
{as de estas trayectorias hay de (2,7) 2 (9,14)?  Puede hacerse un enunciado general que incor-
pore estos dos resultados?

a) (Cuéntas trayectorias diferentes hay de (-1, 2, 0) a (1, 3, 7) en el espacio euclideo

tridimensional si cada movimiento es de uno de los siguientes tipos?

Hy: (xr.)—=E+Ly; (V) Ep)—=>Ey+12s
(A): (ny.2)—=(xp2+1)

b) ;Cuintas de esias trayectorias existen de (1,0, 5)a (8,1,7)?
©) Generalice los resultados de las partes (a) y (b).
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30. a) Determine el valor de la variable entera counter después de la ejecucidn del siguiente seg-

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

mento de programa en Pascal. (Aqui, i, j v & son variables enteras.)

counter := 0;
For i := 1 to 12 do
counter := counter + 1;
For j := 5 to 10 do
counter := counter + 2:
For k := 15 downto 8 do
counter := counter + 3;

b) ;Qué principio de conteo estd en juego en la parte (a)?
Considere el siguiente segmento de programa en Pascal, donde i, j v k son variables enteras.

Fori := 1 to 12 do
For j := 5 to 10 do
For k := 15 downto 8 do
Writeln ((i — j)*k);:

a) ;Cudntas veces se ejecuta la proposicién Writeln?
b} ;Qué principio de conteo se usé en la parte (a)?

Una serie de letras de la forma abeba, en la que la expresién no cambia al invertir su orden., es

un ejemplo de palindrome (de cinco letras).

a) 51una letra puede aparecer més de una vez, jcudntos palindromos de cinco letras se pueden
formar? ;de seis letras?

b) Repiia la parte (a) con la condicién de que ninguna letra aparezca mas de dos veces.

2) Determine el nimero de enteros de seis digitos (que no comiencen con cero) en los que (a)
ningin digito se pueda repetir; (b) se pueden repetir los digitos. Responda las partes (a) ¥
(b} con la condicidn adicional de que el entero de seis digitos sea (i) par; (i1) divisible entre
5; (i11) divisible entre 4.

a) Proporcione un argumento combinatorio para mostrar que sin y k son enteros positivos con
n= 3k, entonces n'/(3')* es un entero.
b) Generalice el resultado de la parnte (a).

a) ¢De cudntas formas puede un estudiante responder un examen de 10 preguntas de verdade-
ro-falso?

b) {De cuintas formas puede el estudiante responder el examen de la parte (a) si es posible
dejar una pregunta sin respuesta para evitar que se penalice una respuesta equivocada?

¢Cudntos enteros distintos de cuatro digitos se pueden formar con los mimeros 1, 3,3, 7. 7 v
87?

a) ;De cudntas formas se pueden sentar siete personas en torno a una mesa circular?
b) 5i dos de las personas insisten en sentarse juntas, jcudntas disposiciones son posibles?

a) ;De cudntas formas se pueden sentar ocho personas, A, B, ..., H, alrededor de la mesa
cuadrada de la figura 1.6, donde las figuras 1.6(a) y 1.6(b) se consideran iguales pero
distintas de la figura 1.6(c)?

b) Si dos de las ocho personas, digamos, A y B, no se llevan bien, ;cuéntas disposiciones
diferentes en las que A y B no se sienten juntos son posibles?

¢} ¢Cudntas de las disposiciones de la parte (b) evitan que A y B se sienten uno frente al
otro?
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A B G H F G
H (= F A E H
G D E B D A
F E D C C B
(e ) @
Figura 1.6

39. Una implementacidn particular del sistema operativo UNIX T proporciona la estructura de
archivos que se modsla en la figura 1.7. En este caso, el i-nodo del archivo contiene, entre
otras informaciones, los permisos de acceso para el archivo. Esto va seguido de daros que
contienen informacién acerca de la posicién del archivo en el dispositivo de almacenamiento.
Las primeras 10 entradas son las direcciones de los blogues donde se almacenan los datos
reales del archivo. Si un bloque contiene 512 bytes de informacién, estos 10 bloques directos
pueden almacenar hasta 512 x 10 = 5120 bytes de datos.

Cuando el tamaiio del archivo s mayor que los 10 bloques, ¢l dato nimero 11 proporciona
el acceso, 0 apunta, a un blogue indirecto. Este bloque indirecto contiene las direcciones de
otros 128 bloques donde se guardan los datos. Si se usa este blogue indirecto, el tamafo del
archivo puede ser de hasta 10 + 128 = 138 bloques y contener hasta 512 X 138 =70,656 bytes
de informacién.

a) Se necesita una entrada niimero 12 si hay que utilizar més de 138 bloques para el archivo.

Esta entrada contiene la direccién de un blogue doblemente indirecto que, a su vez, contie-

ne las direcciones de 128 blogues indirectos. Como ya se sefial6, cada uno de estos blogues

d las direccil de 128 blogues donde s¢ almacenan los datos. Si un
archivo usa 12 entradas en su i-nodo, jcuél es su tamafio m4ximo en términos de bloques y
bytes?

b) Si el archivo debe ser mayor que el espacio proporcionado por 12 entradas, se necesita una
entrada mimero 13. Esta proporciona la direccién de un blogue triplemente indirecto que
apunta a 128 blogues doblemente indirectos, como se muestra en la figura 1.7. Determine
el tamafio mAximo de archivo, en términos de bloques y bytes, para la implantacién de este
sistema operativo UNIX en estas condiciones.

40. Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) para calcular n! para cualquier entero n = 0.

41, Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) para calcular P(n, r) para cualquier pareja de
enteros n, r 2 0.

42. Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) para determinar si existe un entero de tres
digitos abe ( = 100a + 10b + ¢) donde abe =a! + b! + ¢!

§ UNIX es una marca registrada de UNIX Software Laboratory.
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1.3
Combinaciones: El teorema
del binomio

La baraja normal consta de 52 cartas con cuatrd palos: tréboles, diamantes, corazones y
espadas. Cada palo tiene 13 cartas: as, 2. 3.....9, 10, sota, reina y rey.

Si nos piden sacar tres cartas de una baraja normal, una tras otra y sin sustituirlas,
entonces, por la regla del producto. existen

52!
52 x 51 x 50 =—= P(52,3)
491

posibilidades, una de las cuales es AC (as de corazones), 9T (nueve de tréboles), RD (rey
de diamantes). Si en vez de esto seleccionamos tres cartas a la vez de modo que el orden de
celeccién de las cartas no sea importante, entonces las seis permutaciones AC-9T-RD.
AC_RD-9T, 9T-AC-RD, 9T-RD-AC, RD-AC-9T, RD-9T-AC corresponden s6lo a una
forma (no ordenada) de seleccion. En consecuencia, cada selecci6én o combinacidn de tres
cartas, sin tener en cuenta el orden, corresponde a 3! permutaciones de tres cartas. En
forma de ecuacidn, esto se traduce como

(3!) % (Niimero de selecciones de tamaiio tres de una baraja de 52)
= Niimero de permutaciones de tamafio 3 para las 52 cartas
A

=P{51,3} =ﬁ-

Por lo tanto, de una baraja estindar se pueden sacar tres cartas, sin reemplazo. de 52V
(3149!) = 22,100 formas.

iUn buen consejo! Cuando se trata de un problema de conteo, debemos preguntarnos
acerca de la importancia del orden en el problema. Cuando el orden es necesario, pensa-
mos en términos de permutaciones y disposiciones y en la regla del producto. Cuando ¢l
orden no sea necesario, las combinaciones podrian tener un papel importante en la solu-
cion del problema.

T ———————
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Miriam guiere dar una fiesta para algunos miembros de su comité de caridad. Debido al
tamafio de su casa, s6lo puede invitar a 11 de los 20 miembros de su comité. El orden no es
importante, de modo que puede invitar a los “11 afortunados” de C(20, 11) = () = 20!(11191)
= 167,960 formas. Sin embargo, una vez que lleguen los 11, a forma en que ella los siente
en torno de su mesa rectangular s un problema de disposiciones. Por desgracia, ninguna
parte de la teorfa de combinaciones y permutaciones puede ayudar a la anfitriona con los
*9 ofendidos™ que no fueron invitados.

a) Un estudiante que realiza un examen de historia recibe la instruccién de responder
siete de 10 preguntas. Aqui no importa el orden, por lo que el estudiante puede
responder ¢l examen de

1
(10) = e S 120 formas.

7/ T3 3x2x1

b) Sielestudiante debe responder tres preguntas de las primeras cinco y cuatro de las

Gltimas cinco, puede elegir tres preguntas de las primeras cinco de (f) = 10 formas,

¥ elegir las otras cuatro preguntas de (5) = 5 formas. De modo que, por la regla del

producto, el estudiante puede realizar el examen (3)() = 10 X 5 = 50 formas.

Por iiltime, si las indicaciones del examen dicen que debe responder siete de las 10

preguntas, de las cuales al menos tres deberdn ser de las primeras cinco, hay tres

casos por considerar:

i) El estudiante responde tres de las primeras cinco preguntas y cuatro de las

dltimas cinco: por 1a regla del producto, esto puede ocurrir de (£)(§) = 10 x 5=
50 formas, como en la parte (b).

ii) El estudiante elige cuatro de las primeras cinco preguntas y tres de las Gltimas
cinco: esto puede hacerse de (§)(3) =5 x 10 = 50 formas, de nuevo, usando la
regla del producto.

iii) El estudiante decide responder las cinco primeras preguntas y dos de las dlti-
mas cinco: la regla del producto indica que este iiltimo caso puede ocurrir (3)(3)
=1 x 10 = 10 formas.

C

Si combinamos los resultados de los casos (i), (ii) y (iii), por Ia regla de la suma tene-
mos que ¢l estudiante puede hacer ()(3) + () + ()(2)= 50 + 50 + 10 = 110 selecciones
de siete (de 10) preguntas, cada una de las cuales incluye al menos tres de las primeras
cinco preguntas.

a) En una escuela secundaria, la maestra de gimnasia debe elegir a nueve estudiantes
de segundo y tercer afio para el equipo de voleibol femenino. Si hay 28 jévenes en
segundo y 25 en tercero, ella puede hacer Ia eleccitn de () = 4,431,613.550 formas.

b) Sidos estudiantes de segundo 'y una de tercero son las mejores rematadoras y deben
estar en ¢l equipo, entonces ¢l resto del equipo podr4 elegirse de (’:} =15,890,700
formas.
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¢) Para cierto torneo, el equipo debe tener cuatro estudiantes de segundo y cinco de
tercero. La maestra puede elegir a las cuatro estudiantes de segundo de (%) formas.
Para cada una de estas selecciones, ella tiene (%) formas de elegir a las cinco estu-
diantes de tercero. Por lo tanto, por la regla del producto, puede elegir su equipo de
(3)%) = 1,087,836,750 formas para ese torneo particular.

Algunos problemas se pueden analizar desde el punto de vista de las disposiciones o de
las combinaciones, segiin la forma en que se examine la situacién. El siguiente ejemplo
demuestra esto.

La maestra del ejemplo 1.20 debe formar cuatro equipos de voleibol, de nueve mujeres
cada uno, con las 36 estudiantes de primer afio de su curso de educacién fisica. ;De cuan-
tas formas puede elegir esos cuatro equipos? Los equipos se llaman A, B, C y D.

a) Para formar el equipo A, puede elegir a nueve mujeres de las 36, de (%) formas.
Para el equipo B, el proceso de seleccién proporciona (%) posibilidades. Esto deja
(!¥) y (3) formas posibles de seleccionar los equipos C y D, respectivamente. Asi,
por la regla del producto, los cuatro equipos se pueden elegir de

BIBIENS) - o o v

——3—6‘-!-"-2 145 x 107 f
“org10191 < e
b) Para una solucién alternativa, consideremos que las 36 estudiantes estian alineadas
como sigue:
1* 2* 3* 35" 36
estudiante estudiante estudiante estudiante estudiante

Para seleccionar los cuatro equipos, debemos distribuir nueve letras A, nueve B, nueve C
y nueve D en los 36 espacios. El niimero de formas en que se puede hacer esto es el niimero
de disposiciones de 36 letras que comprende nueve de cada una de las letras A, B, C y D. Este
s ahora el conocido problema de disposiciones de objetos no distintos, y la respuesta es

36!

5”9"—9-1'5"' A como en la parte (a).

Nuestro siguiente ejemplo muestra que algunos problemas necesitan los conceptos de
disposiciones y combinaciones para obtener las soluciones.

El nimero de disposiciones de las letras de TALLAHASSEE es

11!
3212121111}

i Cuantas de estas disposiciones no tienen letras A adyacentes?

= §31,600.
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Cuando no tomamos en cuenta las letras A, existen
8!
21212111y

= 5040

formas de arreglar las letras restantes. Una de estas 3040 formas se muestra en la siguiente
figura. donde las flechas que van hacia arriba indican nueve posiciones posibles para las
Bt Tl L. S5 H

T

Tres de estas posiciones se pueden elegir de (3) = 84 formas; y debido a que esto también
€s posible para las restantes 5039 disposiciones de E, E, S, T L, L, §, H, por la regla del
producto existen 5040 x 84 = 423,360 disposiciones de las letras de TALLAHASSEE sin
letras A consecutivas.

e e

Antes de continuar necesitamos introducir una forma concisa para escribir la suma de
una lista de n + 1 términos como s B Ay . . donde m v 1 son enteros yn=0.
Esta notacién se conoce como notacién sigma debido a que utiliza la letra mayuscula
griega £: usamos dicha notacién para representar una suma de la siguiente manera:

m+n

Hm+ﬂm-1+ﬂm+2+"'+ﬂm+n= Eﬂp

Aqui, la letra i se denomina indice de 1a Suma y representa todos los enteros que comien-
zan con el limite inferior m y contintian hasta el limize superior m + n (inclusive).
Podemos usar esta notacién como sigue.

7 7
1) 2a =M taytas+a;+a,= Eaf-, ¥a que la letra i no tiene nada de especial.
f=3 =3

¥ 4
2) Ei1=13+21+32+41=31}=2k1, ya que (?=0(),

fm} k=)
100 1 o

3) 2P=1P+12°+13+---+100°= 3 (G-1P= 2 (k+1).
i=11 =12 k=10

10 10

4 X2=27 T2(8) +2(9) +2(10) =68=2(34) =2(7+8+9 + 10) = 23.1.
=7 i=7
3

4 2
5) EE:' =as=2m-1=2mﬂ+

i=3 i=4 D
10 3 4 3

'ﬁ] zﬂj =@y F dg + ag + dy = Eﬂj+1 o Eﬂﬁ+j = Zﬂm._;'-
=7 j=0 j=1 j=0

5 4 7
7 2bu=brs+brgtbrs=bs+bg+ b= bijis= 3, box_.
=2

=3 k=%
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s
8) MYa=a+ta+a+a+a=>5a

=1

Ademads, usando la notacion de suma vemos que podemos expresar la respuesta de la
parte (c) del ejemplo 1.19 como

GIE) - (06 G)E) 2062 -262,)6)

Veremos el uso de esta nueva notacién en el siguiente ejemplo, asi como en muchas
otras partes del resto del libro.

En los estudios de la teoria algebraica de c6digos y la teoria de lenguajes de computacion,
consideramos ciertas disposiciones, llamadas cadenas.* formadas a partir de un alfabero
prescrito de simbolos. 5i el alfabeto ya determinado consta de los simbolos (0, 1 ¥ 2, por
ejemplo, entonces 01, 11, 21, 12 y 20 son cinco de las nueve cadenas de longitud dos.
Entre las 27 cadenas de longitud tres estan 000, 012, 202 y 110.

En general, si n es un entero positivo, por la regla del producto, existen 3" cadenas de
longitud n para el alfabeto 0, 1 y 2. Six =x; X3 X3 - - - X, s una de esas cadenas, definimos
el peso de x, que se denota wi(x), como wi(x) =x, + X2 + x3 + - - - + x,.. Por ejemplo, wt{12)
=3ywi(22) =4, sin=2; wi(101) =2, wt(210)=3 y wit(222) =6 paran=3.

Entre las 3' cadenas de longitud 10, queremos determinar el nimero de ellas que tengan
peso par. Una cadena tendrd peso par exactamente cuando el nimero de unos que tenga sea par.

Tenemos que considerar seis casos diferentes. S1 la cadena x no contiene unos, entonces
cada una de las 10 posiciones de x puede ser ocupada con 0 0 2 y, por la regla del producto,
hay 2'° de esas cadenas. Cuando la cadena contiene dos nimeros 1, sus posiciones pueden
elegirse de (') formas. Una vez elegidas las dos posiciones, hay 2* formas de colocar el 0
o el 2 en las ocho posiciones restantes. Por lo tanto, (¥)2* cadenas de peso par que contie-
nen dos niimeros 1. El mimero de cadenas de los otros cuatro casos aparece en latabla 1.2

Tabla 1.2
Niimero de unos Nimero de cadenas | Numero de unos Numero de cadenas
4 (£)2° 8 (¥)2*
6 (5)2* 10 (38

En consecuencia, por la regla de la suma, el nimero de cadenas de longitud 10 que
tienen peso par es 2°° + ()28 + (928 + (D2¢ + (22 + (P =23, , (10210~

Con frecuencia, debemos tener cuidado con el recuento excesivo, situacidn que parece
surgir en problemas de conteo aparentemente sencillos. El siguiente ejemplo demuestra la
forma en que puede surgir el recuento excesivo.

" El rmino string también se traduce como “cuerda”™. (N. del E.)
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a)

b)

c)

Supongamos que Elena saca cinco cartas de una baraja estandar de 52 cartas. ; De

cudntas formas puede resultar que su seleccién no tenga tréboles? Aqui estamos

interesados en contar todas las selecciones de cinco cartas COmo

i) as de corazones, tres de espadas, cuatro de espadas, seis de diamantes v la sota

de diamantes.

ii) cinco de espadas, siete de espadas, diez de espadas, siete de diamantes y el rey
de diamantes.

iii) dos de diamantes, tres de diamantes, seis de diamantes, diez de diamantes y la
sota de diamantes.

S1 analizamos esto mds de cerca. veremos que Elena debe elegir sus cinco cartas de

las 39 cartas de la baraja que no son tréboles. En consecuencia, puede hacer su

seleccion de (¥) formas.

Supongamos ahora que queremos contar el nimero de selecciones que hace Elena

de cinco cartas que contienen al menos un trébol. Estas son precisamente las selec-

clones que no se contaron en la parte (2). Y como existen (%) manos posibles de

cinco cartas en total, tenemos que

(552) = (:?) = 2,598,960 — 575,757 = 2,023,203
de todas las manos de cinco cartas que contienen al menos un trébol.

{Podemos obtener el resultado de 1a parie (b) de otra manera? Por ejemplo, como
Elena desea tener al menos un trébol en la mano de cinco cartas, hagamos que ¢lla
seleccione primero un trébol. Esto puede hacerse de (%) formas. Y ahora ella no tiene
que preocuparse por lo que tenga en las otras cuatro cartas. Asi, después de eliminar
el rébol elegido de su baraja normal, puede seleccionar las otras cuatro cartas de (%)
formas. Por lo tanto, por la regla del producto, el nimero de selecciones es

13)/51
(1 )( 4) = 13 x 249,900 = 3,248,700.
iAlgo aqui estd definitivamente mal! Esta cantidad es mayor que la de la parte (b).
por mas de un millén de manos. ;Cometimos un error en la parte (b)? ;O hay algo
INCOITECtO €N Nuestro razonamiento actual?

Por ejemplo, supongamos que Elena selecciona primero

el tres de tréboles
y después elige
el cinco de réboles,
el rey de tréboles,
el siete de corazones

v la sota de espadas.

51; por el contrario, elice primero
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y después selecciona

el tres de réboles,
rey de tréboles,
el siete de corazones
y la sota de espadas,

;s esta seleccién realmente diferente de la anterior? Por desgracia, jno! Y el caso
en que ella elige primero

el rey de tréboles
y después selecciona

el tres de tréboles,
el cinco de tréboles,
el siete de corazones

v la sota de espadas

no es distinto de las otras dos selecciones mencionadas antes.
En consecuencia, este punto de vista es incorrecto ya que estamos contando en
exceso, es decir, considerando selecciones semejantes como si fueran distintas.

d) ;Pero existe otra forma de llegar a larespuesta de la parte (b)? ;Si! Como las manos
de cinco cartas deben contener al menos un trébol, debemos considerar cinco casos.
Estos aparecen en la tabla 1.3. A partir de los resultados de la tabla vemnos, por
ejemplo, que hay (5)(¥) manos de cinco cartas que contienen exactamente dos tre-
boles. Si estamos interesados en tener exactamente tres tréboles en la mano, enton-
ces los resultados de la tabla indican que hay (¥)(%) de tales manos.

Tabla 1.3
Niimero Nuamero de formas Nimero de Numero de formas
de de seleccionar este cartas gque de seleccionar este
tréboles nimerc de tréboles no son tréboles niimero de no-tréboles
39
1 () ‘ (%)
1 4
\ 39
2 13 3 (
2/ 3

)
)

-

ok

13
5

(

s | (5 2 (
(f) 1 (39)
) )




26 Capitulo 1 Principios fundamentales del conteo

Puesto que ninguna pareja de los casos de la tabla 1.3 tiene una mano de cinco
cartas en comdn, el mimero de manos que Elena puede seleccionar con al menos un
trébol es

GIE)- GG ()= (2)2)-3(2)2)
= (13)(82,251) + (78)(9139) + (286)(741) + (715)(39) + (1287)(1)
=2,023,203.

Cerraremos esta seccién con tres resultados relativos al concepto de combinaciones.

Primero observemos que para n, r enteros con 2 = r = 0, (M = (aZ/). Esto puede
establecerse algebraicamente a partir de la férmula para (7), pero preferimos hacer notar
que, al analizar una seleccién de tamafio r de una coleccidon de 7 objetos distintos, el
proceso de seleccién deja atrds n — r objetos. En consecuencia, (%) = (,7,) afirma la exis-
tencia de una correspondencia entre las selecciones de tamaiio r (los objetos elegidos) y
las selecciones de tamafio n — r (los objetos dejados de lado). Un ejemplo de esta corres-
pondencia aparece en la tabla 1.4, donden=5,r=2 v los objetos distintos son 1, 2, 3, 4 ¥
5. Este tipo de correspondencia se definird mds formalmente en el capitulo 5 y se usard en
otros casos de conteo.

Tabla 1.4

Selecciones de tamafio r = 2| Selecciones de tamafio n —r = 3
(objetos elegidos) (objetos dejados de lado)
L 1,2 6. 2,4 | 1. 3,45 6. 1,3,5
213 T-2i5. |2 2,45 7.1,3,4
3. 1,4 8.3,4 |3 23,5 8. 1,2,5
4.1,5 9.35(4234 9 124
5.2,3 10. 4,5 (5. 1,4,5 10.1,2,3

Nuestro segundo resultado s un teorema relativo a nuestra experiencia anterior en dlgebra.

TEOREMA 1.1 (El teorema del binomio) Si x y y son variables y n es un entero positivo, entonces
‘n n n
+y)= 0y 4 1¢—|+()21-2+,,_
(x+y] (J ¥ (ny LY

L P S L T - (7 a—k
+(n-1)’ 7 (o) (i

Antes de revisar la demostracién general, analizaremos un caso particular. $in =4, el
coeficiente de x°)” en el desarrollo del producto

(x + 3+ +y)(x +5)
primer sequndo  tercer  cuarto

factor factor factor  factor

es el nimero de formas en que podemos seleccionar dos de las cuatro x, una de las cuales
estd disponible en cada factor. (Aunque las x son iguales en apariencia, las distinguimos
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como la x del primer factor, la x del segundo factor, ..., y la x del cuarto factor. También
observamos que, cuando seleccionamos dos x, usamos dos factores, lo que nos deja otros
dos factores de los que podemos seleccionar las dos y necesarias.) Por ejemplo, entre las
posibilidades, podemos seleccionar (1) x de los dos primeros factores y v de los dos tlti-
mos, 0 (2) x de los factores primero y tercero y y del segundo y cuarto. La tabla 1.5 resume
las seis opciones posibles.

Tabla 1.5
Factores seleccionados Factores seleccionados
para x para y
(1) 1.2 (1) 3.4
(2) 1,3 (2) 2,4
(3) 1.4 3) 2.3
(4) 2.3 (4) 1,4
5) 2,4 i S
6) 3.4 () 1,2

En consecuencia, el coeficiente de x°y en el desarrollo de (x + y)* es (3) = 6, el nimero
de formas de elegir dos objetos distintos de una coleccién de cuatro objetos distintos.
Ahora pasaremos a la demostracién del caso general.
Demostracién: En el desarrollo del producto

x+P)x+)x+y)---(x+y)
primer segundo tercer n=-8simo
factor factor factor factor

el coeficiente de x**, donde 0 = k = n, es el niimero de formas distintas en que podemos
elegir k letras x (y en consecuencia (n — k) letras y) de los n factores disponibles. (Por
ejemplo, una forma es elegir x de los primeros k factores v y de los dltimos n - k factores.)
La cantidad total de selecciones de tamafio k de una coleccién de tamafion es C (n. k) = (%),
de lo que se sigue el teorema del binomio.

sl e s e

En vista de este teorema, (%) se conoce con frecuencia como coeficiente binomial. Observe
que también es posible expresar el resultado del teorema 1.1 como

1

(x+yr=2 (n " k)x"y"‘*-

k=0

a) Del teorema del binomio se sigue que ¢l coeficiente de x° v* en el desarrollo de (x + vy’
es () =() =21

b) Elcoeficiente de a*h? en el desarrollo (2a — 3b)7 es (1)(2)°(=3)2. Obtenemos esto del
teorema del binomio, con x=2ay y = -3b.

H
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COROLARIO 1.1

Para cualquier entero n > 0,

a) P)+M+@+---+(R)=2"y

b) ()~ @)+ @)=+ (-1 ()=0.
Demaostracién: La parte (a) se sigue del teorema del binomio cuandox =y = 1. Cuando x =—1
y ¥ = 1, se obtiene la parte (b).

Nuestro tercero y dltimo resultado generaliza el teorema del binomio vy se conoce como
teorema multinomial.

TEOREMA 1.2

Para enteros positivos n, 1, el coeficiente de x” x3* x}° --- x* en el desarrollo de (x, + x. +
X3+ - +Xx) es
n!

mintng!---n!’
donde cadan; esunenterocon 0 < n, < n, paratodo 1 <i < tym +m+ns+---+n=n.

Demostracién: Como en la demostracién del teorema del binomio, el coeficiente de
X' x3° x3° =+ x," es el mimero de formas en que podemos elegir x, de n, de los n factores,
X, de n; de los n — n, factores restantes, x; de n; de los n —n, — n, factores restantes ahora, .

-+ ¥ Xx;de n,de los dltimos n —n, —n, —n, —- - - —n,, = n, factores restantes. Esto se puede
realizar, como en la parte (a) del ejemplo 1.21, de

(ﬂ)(ﬂ_ﬂl n=—mn—n; . =M=
mn . n; n,

formas. Dejamos al lector los detalles de la demostracién de que esto es igual a

n!

¥

ﬂi! ﬂg.r H}! e H—;I

( n
ﬂl,ﬂz,ﬂ3,..+,ﬂz

¥y se denomina coeficiente multinomial.

%

que también se escribe como

a) En el desarrollo de (x + 3; +2)’, se sigue, del teorema multinomial, que el coeficiente
dex*y' es(,l,) = 2., 3 = 210, mientras que el coeficiente de xyzes (, 1) =42 y
el de x° y* s (504) = 3a:4r— 35.

b) Supongamos que tiene la necesidad de conocer el coeficiente de a2 b* & d® en el
desarrollo de (a + 2b— 3¢ + 2d + 5)'. Si reemplazamos a con v, 25 con w, —3¢ con

x, 2d con y y 5 con z, entonces podemos aplicar el teorema muitmﬂmml afv+w+
X+y+ :—:]“" y determinar el coeficiente de v1w3r ¥’z como (5, ;) = 302,702,400.
Pero (5355 )@ (2b)* (-3¢ 2dY(5)* = (545 J1PRPE3PQRY 5@ b & d )=
435,891,456,000 ¢’ b* ¢* 4°.

_—_—__—___
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EJERCICIOS 1.3

1.

10.

Calcule (8) y verifique su respuesta enumerando todas las selecciones de tamafio dos que s
pueden hacer con las letras a, b, c.d, ey £.

. Como Diana debe hacer un viaje de cuatro horas en autobiis de regreso a su escuela, decide

llevar consigo cinco revistas de las 12 que su hermana Ana Maria acaba de adguirir. ;De
cuéntas formas puede Diana hacer su seleccién?

Evaliie cada uno de los siguientes casos.
a) C(10,4) b) (%) o C(14,12) d ()

En el sistema Braille, un simbolo, como una letra mimiscula, un signo de puntuacién, un
sufijo, etc., se escribe resaltando al menos uno de los puntos de la disposicién de seis puntos
que aparece en la parte (a) de la figura 1.8. (Las seis posiciones Braille se enumeran en esta
parte de la figura.) Por ejemplo, en la parie (b) los puntos de las posiciones 1 y 4 estdn resalta-
dos y esta disposicién de seis puntos representa la letra ¢. En las partes {(c) y (d) de la figura
tenemos las representaciones de las letras m y t, respectivamente. El articulo definido “the” se
muesira en la parte (), mientras que la parte (f) contiene la forma para el sufijo “ow™. Por
dltimo, el punto y coma (;) aparece en la disposici6n de seis puntos de la parte (g), donde los
puntos de las posiciones 2 y 3 aparecen en relieve.

1« =4 ® @ ® @ . + @ I + ®

2" 5 - ™ » ™ [ ] . - ] - -

3-& 1E L [ .- - . L . - . -
{a) o " |© "m" | "t~ [& “"the” [l "ow" |{@ "
Figura 1.8

a) ;Cué4ntos simbolos diferentes podemos representar en el sistema Braille?
b} ;Cusntos simbolos tienen exactamente tres puntos en relieve?

¢) ;Cuéntos simbolos tienen un nimero par de puntos en relieve?

d) ;Cuéntos simbolos tienen al menos cuatro puntos &n relieve?

. a) ;Cuéntas permutaciones de tamafio 3 pueden producirse con las letras m, r, a, fy t?

b) Enumere todas las combinaciones de tamafio 3 que resultan de las letras m, . a, fyt
Si n es un entero positivo ¥ n > 1, demuestre que (3) +(";') €s un cuadrado perfecto.

Un comité de 12 personas ser4 elegido entre 10 hombres y 10 mujeres. ;De cuantas formas se
puede hacer la seleccién si (a) no hay restricciones? (b) debe haber seis hombres y seis muje-
res? (¢) debe haber un niimero par de mujeres? (d) debe haber més mujeres que hombres? (e)
debe haber al menos ocho hombres?

. iDe cuéntas formas puede un jugador extraer CInco cartas de una baraja comin y obtener (a)

una corrida (cinco cartas del mismo palo)? (b) cuatro ases? (c) cuatro cartas del mismo tipo?
(d) tres ases y dos sotas? () tres ases y un par? (f) un full (una terna y un par)? (g) una terna?
(h) dos pares?

¢Cudntos bytes contienen (a) exactamente dos unos? (b) exactamente cuatro unos? (¢) exacta-
mente seis unos? (d) al menos seis unos?

; De cudntas formas se puede formar un equipo de baloncesto de cinco personas con 12 posi-
bles jugadores? ; Cudntas opciones incluyen al jugador mds débil y al més fuerte?
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11. Un estudiante debe responder siete de las 10 preguntas de un examen. ;De cuéntas formas
puede hacer su seleccién si (a) no hay restricciones? (b) debe contestar las dos primeras pre-
guntas? (¢) debe responder al menos cuatro de las primeras seis preguntas?

12. Al ordenar la comida del dia, un cliente puede elegir entre tres entradas y dos de seis verduras
disponibles.
a) ;Cudntas comidas diferentes puede elegir si (i) debe seleccionar dos verduras diferentes?
(ii) se le permite tener dos porciones de la misma verdura?
b) Responda las partes (i) y (ii) de la parte (a) si también puede elegir entre jugo de tomate,
jugo de naranja o sopa de lentejas como aperitivo.
13. ;De cudntas formas es posible distribuir 12 libros diferentes entre cuatro nifios de modo que
(a) cada nifio reciba tres libros? (b) los dos nifios mayores reciban cuatro libros cada uno y los.
dos menores reciban dos libros cada uno?

14. En la pizzeria de Pedro, las pizzas se sirven en cuatro tamafios: pequena, mediana, grande y
colosal. Un cliente puede ordenar una pizza sencilla de quesc o pedir cualquier combinacién
de los siguientes siete ingredientes adicionales: anchoas, pepinillos, champifiones, aceitunas,
cebolla, pepperoni y salchicha. Determine la cantidad de pizzas diferentes (a) de tamafio me-
diano y que tengan exactamente dos ingredientes adicionales; (b) exactamente con dos mgre—

dientes adicionales; (c) grandes o y con tres ingr

15. ;Cudintas disposiciones de las letras de MISSISSIPPI no tienen letras S consecutivas?

16. Un entrenador debe elegir 11 estudiantes de tercer afio para jugar en un equipo de futbol. Si
puede elegir entre 12,376 formas, ;cuantos estudiantes de tercero son elegibles?

17. a) En un plano se tienen quince puntos, de los cuales no hay tres que estén alineados. ;Cuan-
tas rectas determinan?
b) Setienen veintincinco puntos en el espacio, de forma que cuatro de ellos no son coplanares.
;Cuéntos tridngulos determinan? ;Cusntos planos? ; Cudntos tetraedros (sélidos piramidales
CON cuatro caras triangulares)?

18. Determine el valor de cada una de las sumas siguientes.

& 2 10
a) 2@+ v Z (-1 9 ZL+(-1]
=1 -2 -0
4 ! 4
@ 2 (F-2) o (-1
= k=2
2 s
f)  (—1)* donde n es un entero positivo impar. g Zi(-1y
k=n i=1
19. Exprese lo siguiente mediante la notacién de suma (o sigma). En las partes (b). (e). (f) v (g). n
denota un entero positivo.
1111 1 1
=Y = o e (s
a) 1 2+3-v-4’+ +6 &
1.1 1 1
B Stntat oy n=2

€ 1+4+9+16+25+36+49
d) P-2+F-£+5-6+7

1 2 3 n+1
€) —+ + +eee
n n+l n+2 2n
f ?+n+1+n+2+n+3+” 2n

2! 4! 6!

(2n)!
8 "_(Rzﬁ]))'(nd_?)_(n;s) oot ((h)r)
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20. Paralas cadenas de longitud 10 del ejemplo 1.23, jcuintas tienen (a) cuatro ceros, (res unos y

21.

22,

23.

24.

25.
26.
27.

28.

tres doses?; (b) al menos ocho unos?; (c) peso 47

Considere 1a coleccién de todas las cadenas de longitud 10 que se forman con el alfabeto 0, 1, 2
y 3. ;Cuéntas de estas cadenas tienen peso 37 ;Cudntas tienen peso 47 ;Cudntas tienen peso par?

En las cuatro partes de la figura 1.9, se han marcado ocho puntos equidistantes sobre la circun-

ferencia de un circulo dado.

a) Para las partes (a) y (b) de la figura 1.9, tenemos dos tndngulos diferentes (aungue con-
gruentes). Estos dos tridngulos (que se distinguen mediante sus vértices) surgen de dos
selecciones de tamaiio tres de los vértices A, B, C, D, E, F, G, H. ;Cudntos tnangulos
diferentes (congruentes o no) podemos inscribir de esta forma en el circulo?

b) ;Cudntos de los trifngulos de la parte (a) son isdsceles?

¢) ;Cudéntos cuadriliteros diferentes podemos inscribir en el circulo usando los vértices mar-
cados? (Uno de tales cuadrildteros aparece en la parte (c) de la figura 1.9.)

(a) (b) (@ (d)

Figura 1.9

d) ;Cuintos de los cuadrilteros de la parte (c) son cuadrados? ;Cuéntos de ellos son rectan-
gulos {no cuadrados)?

e) En la parte (d) de la figura 1.9 tenemos un pentigono inscrito en nuestro circulo. ;Cudntos
pent4gonos podemos inscribir en el circulo dado usando los vértices marcados?

f) ;Cusdntos poligonos diferentes, de tres o més lados, podemos inscribir en el circulo dado
usando tres 0 més de los vértices marcados?

;Cuintos tridngulos quedan determinados por los vértices de un poligono regular de n lados?
;Cuéntos si ninguno de los lados del poligono debe ser un lado de alguno de los tridngulos?

a) Enel desarrollo completode (a+b+c+d)(e+f+g+hu+v+w + X + ¥y + ), obtenemos
la suma de términos como agw, ¢fx y dgv. ;Cuéntos de esos términos aparecen en este

desarrollo completo?
b) ;Cuéles de los términos siguientes no aparecen en el desarrollo completo de la parte (a)?

i) afx; ii) bur; iii) chz; iv) cgw; ¥) egu; vi) dfz.
Determine el coeficiente de Xy en los desarrollos de (a) (x +)'2 (b) (x + 2y) 2y (¢} (2x - 30"
Complete los detalles de la demostracién del teorema multinomial.

Determine el coeficiente de

a) xyren(x+y+2z)°

b) Zen(w+x+y+2z)

¢) xyden(2x-y-z)

d) xyz¥en (x- 2y + 3z

e) wiyren Qw—x+3y-27)%

Determine el coeficiente de w?y’z en el desarrollo de (2) (w +x+y +z+ 1)'% (b) 2w —x +
W+z-D%Ly) (v+w—2x+y+5z+ 3%
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29.

30.
31.

32.

33.
34.

35.

36.
317.

38.

39.

40.

Determine la suma de todos los coeficientes de los desarrollos de
a) (x+y) b) (x+y)"

¢) (x+y+2)"° d) (w+x+y+2z)f
e) (Zs—3r+5u+6v—1lw+3x+ Zy}“".

Muestre gue para todos los enteros n = 2, {"; h= (3)+ n.

Muestre que si n es un entero positivo, entonces

bt SRA L ey

Para cualquier n entero positivo, determine
] 1 n _1 Fi
a) E N b) 2 Q‘ .

Muestre que para todos los enteros positivos n y m, n(™2") = (m + 1X™I7).

Con n un entero positivo, evalie 1a suma

(o) #25)+2G) s+ +2() o).

Para x un nimero real y n un entero positivo, muestre que

n n

a) 1=(1+x)"— ( 1):&{1 x4 (E)f[l T (—1)"(:);:".
b) 1=(2+x)"— (’1‘){: +1)R2+2)" 4+ (;‘){x T S

+ (—1)"(:)(;: +1)".

) =2+~ (’l')x'(z +x) 4 (g)x p R o S (~1}"(:)f,

; w0 \
Determine x si E_ﬂ{f;ﬂ} & = 10 X
T
a) Sidg, a;, 92, g; €5 una lista de cuatro ndmeros reales, ;a qué es igual E (a; — a;_,)?

i=1
b) Dada una lista a;, 4, a;, . . . , @, de n + 1 nimeros reales, donde n es un entero positivo,
determine E" RCET )

¢) Determine el valor de Zm 1

1
s ey

El desarrollo ET jzd ij es un ejemplo de una doble suma (o doble sumatoria). Aqui vemos
=3 L=

T T ¥ | i/ - ¥ - . . S 7 .
que E;:s z::: ij = E}:a |IZ:EH}_ Z;.; (GF+2i+3i+4) Eﬁlqh después de desarrollar
la suma interior en 1a variable 1. Luego desarrollamos la suma exterior en la variable j y vemos
7 ; . # - 7 ¥ - -
que 37 10j=103_,j=10(3+4+5+6+7)=250.Porlotanto, " T ij=250.
Determine el valor de cada una de las siguientes dobles sumas.
4 7 4 4 4 3
a) 23 b) 22 (+j+1) 0 Z2i
i=1j=3 = j=1 =1 im0

Escribaun programa (o desarrolle un algoritmo) para calcular C(a. r) para cualesquiera enteros
i, r=0.

a) Escriba un programa (o desarrolle un algonitmo) que enumere todas las selecciones de
tamano 2 de los objetos 1, 2, 3,4, 5, 6.
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1.4
Combinaciones con repeticion:
Distribuciones

Cuando se permiten las repeticiones, hemos visto que, para n objetos distintos, una dispo-
sicidn de tamafio r de estos objetos puede obtenerse de n” formas. para un entero r = 0.
Ahora analizaremos el problema comparable para las combinaciones ¥ de nuevo obten-
dremos un problema relacionado con el anterior cuya solucidn se sigue de nuestros princi-
pios de conteo antenores.

Al regresar a casa después de una practica de carrera en pista, siete estudiantes de bachille-
rato se detienen en un restaurante de comida rapida, donde cada uno puede comer lo si-
guiente: una hamburguesa con queso, un hot dog, un taco o un sandwich de atin. ; Cudntas
compras diferentes son posibles?

Sean g, h, t y p la hamburguesa con queso, el hot dog, el taco v el sandwich de anin,
respectivamente. Aqui nos iteresa el niimero de articulos comprados y no el orden en que
se adquirieron, de modo que el problema es de selecciones o combinaciones con repeticion.

En la tabla 1.6 enumeramos algunas compras posibles en la columna (a) y otro medio
de representar cada forma en la columna (b).

Tabla 1.6

1. g,q,h,h t.t.p 1. xx|xx|xx|x
q.9,9.q.h.t,p 2. xxxx|x|x|x
4q,.9.9,49,49.49, p 3; 1111’13’:'”}[
- h,t,t,p,P,p,P 4. |x|xx|xxxX
Lt LLpp . HIIIII|K}E
6
7

#

B ELEET . |lxxxxxxx|
. P-D,P, P, P,P, P - xxxxxxx
(al (b]

=~ Onh bt

Para una compra de la columna (b) de la tabla 1.6, vemos que cada x a la 1zquierda de
la primera barra (| ) representa una q, cada x entre la primera y la segunda barras representa
una h, las x entre la segunda y tercera barmras representan t y todo x a la derecha de la
tercera barra representa una p. Por ejemplo, 1a tercera compra tiene tres barras consecuti-
vas, porque nadie comprd un hot dog m1 un taco; la barra que estd al principio de la cuarta
compra indica que no se adquineron hamburguesas con queso.

De nuevo, se ha establecido una correspondencia entre dos colecciones de objetos, en
la que sabemos cdmo contar ¢l nimero de una coleccién. Para las representaciones de la
columna (b) de la tabla 1.6, estamos enumerando todas las disposiciones de 10 simbolos
que constan de siete letras x y tres barras |, de modo que, por nuestra correspondencia, el
nimero de ordenes diferentes para la columna (a) es

10! _(m)
A3 T
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Eneste cjm'npln observamos que las siete letras x (una para cada estudiante) correspon-
den al tamafio de la seleccién y que las tres barras son necesarias para separar los 3 + 1 =
4 alimentos que se pueden elegir.

(En el ejemplo 1.27,n =4, r=7, de modo que es posible que r sea mayor que n cuando se
permiten las repeticiones.)

Una tienda ofrece 20 tipos de donas(donuts). S1 suponemos que al menos hay una docena
de cada tipo cuando entramos a la tienda, podemos elegir una docena de donas de C(20 +
12-1, 12) = C(31, 12) = 141,120,525 formas. (En este caso, n =20, r=12.)

La presidenta Elena tiene cuatro vicepresidentas: (1) Beatriz, (2) Carmen, (3) Maria Luisa
y (4) Ménica. Elena desea distribuir entre ellas $1000 en cheques de gratificacion en navi-
dad; cada cheque sera expedido por un miiltiplo de $100.

a) Si se admite el caso en que una o mas de las vicepresidentas no obtenga nada, la
presidenta Elena hace una seleccion de tamafio 10 (uno por cada unidad de $100)
de una coleccién de tamafio 4 (cuatro vicepresidentas), con repeticiéon. Esto puede
hacerse de C(4 + 10 -1, 10) = C(13, 10) = 286 formas.

b) Si desea que no haya resentimientos, cada vicepresidenta debe recibir al menos $100.
Con esta restriccion, la presidenta Elena debe hacer ahora una seleccion de tamano 6
(las restantes seis unidades de $100) de la misma coleccion de tamano 4, y las opciones
son ahora C(4 + 6 -1, 6) = C(9, 6) = §4. [Por ejemplo, en este caso, 1a opcién 2, 3, 3, 4,
4, 4 se interpreta asi: Beatniz no recibe nada adicional, ya que no hay ningiin | en la
opcion. El 2 de la seleccién indica que Carmen recibe $100 adicionales. Maria Lsa
recibe $200 adicionales, $100 por cada uno de los dos 3 que hay en la seleccidn. Debido
a los tres 4, el cheque de gratificacién de Monica es de $100 + 3($100) = $400 ]

¢) S5icada vicepresidenta debe recibir al menos $100 y Monica, vicepresidenta ejecu-
tiva, recibe al menos $500, entonces el nimero de formas en que la presidenta
Elena puede distribuir los cheques de gratificacion es

C3+2-1,2)+C(3+1-1,1)+C3+0-1,00=10=C(d+2—1,2)

Ménica recibe Mdnica recibe Ménica recibe Usando la
exactamente $500. exactamente $800. exactamente $700. técnica de la parte (b).
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Habiendo trabajado ya con estos ejemplos de combinaciones con repeticién, analizare-
mos ahora dos ejemplos relativos a otros principios de conteo.

Ponie

¢De cudntas formas podemos distribuir siete manzanas v seis naranjas entre cuatro nifos.
de modo que cada uno reciba al menos una manzana?

Al dar a cada nifio una manzana, tenemos C(4 + 3 — 1, 3) = 20 formas de distribuir las
otras tres manzanas y (4 + 6 — 1, 6) = 84 formas de distribuir las seis naranjas. Asi, por la
regla del producto, hay 20 X 84 = 1680 formas de distribuir la fruta en las condiciones
dadas.

Un mensaje estd formado por 12 simbolos diferentes v se va a transmitir a través de un canal
de comunicacién. Ademads de los 12 simbolos, el transmisor también enviard un total de
45 espacios en blanco entre los simbolos, usando al menos tres espacios entre cada par
de simbolos consecutivos. ;De cudntas formas puede el transmisor enviar ese mensaje?

Hay 12! formas de colocar los 12 simbolos diferentes y para cualquiera de estas dispo-
siciones hay 11 posiciones entre los 12 simbolos. Debido a que debe haber al menos tres
espacios entre los simbolos consecutivos, utilizamos hasta 33 de los 45 espacios v distri-
buimos los 12 espacios restantes. Esta es entonces una seleccién, con repeticion, de tama-
no 12 (los espacios) de una coleccién de tamafio 11 (las posiciones), v puede realizarse de
C(11 + 12 -1, 12) = 646,646 formas.

En consecuencia, por la regia del producto, el transmisor puede enviar tales mensajes
con el espacio necesario de (121)(33) =3097 x 10* formas.

En el siguiente ejemplo se introduce una idea que parece tener més que ver con la teorfa
de numeros que con las combinaciones o las disposiciones. Sin embargo. la solucién de
este ejemplo serd equivalente al conteo de las combinaciones con repeticidn.

Determine todas las soluciones enteras de la ecuacion
Xy +Xs+Xs+x=17, dondex, =0 paratodal =i =4,

Una solucion de laecuaciénes x; =3, x: =3, x: =0, x. = 1. (Esto es diferente de una
solucion del tipox; = 1,x; =0, x; = 3, x; = 3, aunque se utilicen los mismos cuatro enteros.)
Una posible interpretacion de la solucién x; =3, x. =3, x; = 0, x; = | es que estamos
distribuyendo siete monedas (objetos idénticos) entre cuatro nifios (recipientes diferen-
tes), y que hemos dado tres monedas a cada uno de los dos primeros nifios, nada al tercero
y la dltima moneda al cuarto nino. Si seguimos con esta interpretacién. vemos que cada
solucion entera no negativa de la ecuacién corresponde a una seleccién, con repeticién. de
tamano 7 (las monedas idénticas) de una coleccion de tamafnio 4 (los nifios distintos), de
modo que hay C(4 + 7— 1, 7) = 120 soluciones.

e — ===
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En términos de distribuciones, 1a parte (c) es vélida sélo cuando los r objetos que se
distribuyen son idénticos y los n recipientes son distintos. Cuando los 7 objetos y los n
recipientes son distintos, podemos elegir cualquiera de los n recipientes para cada uno de
los objetos y obtener n” distribuciones mediante la regla del producto.

Cuando los objetos son distintos pero los recipientes son idénticos, resolveremos el
problema mediante los niimeros de Stirling de segundo tipo (cap. 5). Para el dltimo caso,
cuando los objetos y los recipientes son idénticos, la teorfa de particiones de los enteros
(cap. 9) nos dard algunos resultados necesarios.

¢De cuéntas formas se puede distribuir 10 canicas blancas (idénticas) en seis recipientes
diferentes?

La solucidn de este problema es equivalente a determinar el nidmero de soluciones
enteras no negativas de la ecuacién x; + x, + --- + x, = 10. Ese nimero es 1a cantidad de
selecciones de tamafio 10, con repeticién, de una colecci6én de tamafio 6. Por lo tanto, la
respuesta es C(6 + 10— 1, 10) = 3003.

%

Ahora analizaremos dos ejemplos més relacionados con el tema de esta seccién.

A partir del ejemplo 1.33, sabemos que hay 3003 soluciones enteras no negativas para la
ecuacion x; + x; + --- + x; = 10. ;Cuéntas soluciones enteras no negativas corresponden a
la desigualdad x; + x> + --- + x, < 10?

Un método que podria ser adecuado para abordar esta desigualdad consiste en determi-
nar el nimero de soluciones enteras no negativas de x; + x; + --- + x; =k, donde k es un
entero y 0 = k = 9. Aunque factible, la técnica es poco realista si se reemplaza 10 con un
numero un tanto mayor, como 100. Sin embargo, en el ejemplo 3.11 del capitulo 3 estable-
ceremos una identidad combinatoria que nos ayudar4 a obtener una solucién alternativa al
problema mediante este enfoque.

Por el momento transformaremos el problema observando la correspondencia entre las
soluciones enteras no negativas de

x+x+-+x,<10 (1)
y las soluciones enteras de

Xp+x,+ -+ x+ x,= 10, 0=x, 1=i=6, 0<xs. (2)
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El nimero de soluciones de (2) es el mismo que el nimero de soluciones enteras no
negativasdey, +y,+--- +¥; +y; =9, dondey,=x;paral =i <6, yy- =x;— 1, esdecir, C(7
+9-1,9) = 5005.

Nuestro siguiente resultado regresa a los desarrollos binomiales v multinomiales.

En el desarrollo binomial de (x + y)". cada término es de la forma (7)x%y**, de modo que el
nimero total de términos que hay en el desarrollo es el nimero de soluciones enteras no
negativas de n; +n, =n (n, es el exponente de x, n; es el exponente de y). Este nimero es
C2+n-1,n=n+1l.

Tal vez parezca que hemos utilizado un argumento muy rebuscado para obtener este
resultado. Muchos de nosotros estariamos dispuestos a creer en este resultado con base en
nuestra experiencia al desarrollar (x + y)" para varios valores pequefios de n.

Aunque la experiencia es iitil en el reconocimiento de patrones, no siempre es suficien-
te para determinar un principio general. En este caso seria de poco valor si quisiéramos
determinar la cantidad de términos que hay en el desarrollo de (w + x + v + 2)'°

Cada término distinto es de Ia forma ,, %, , )w™x™y™z™ donde 0 <m,paral <i <4

Y ny +ny + n; + ng = 10. Esta tltima ecuacion puede resolverse de C(4 + 10— 1,10) = 286
formas, de modo que hay 286 términos en el desarrollo de (w + x + y + 2)'°.

Y ahora entrard de nuevo en juego el desarrollo binomial, ya que usaremos la parte (a)
del corolario 1.1.

a) Determinemos todas las formas posibles en las que podemos escribir el nimero 4
como una suma de enteros positivos, en la que el orden de los sumandos se conside-
ra necesario. Estas representaciones se denominan composiciones de 4 y pueden
enumerarse como sigue:

1) 4 5 2+1+1
2) 3+1 6 1+2+1
3 1+3 7 1+1+2
4) 2+2 8) 1+1+1+1

Aqui incluimos la suma que consta de un solo sumando, a saber, 4. Veremos que
para el niimero 4 hay ocho composiciones-en total. (Si el orden de los sumandos no
nos preocupa, entonces las representaciones en (2) y (3) va no se considerarin dife-
rentes, asi como tampoco las representaciones de (5), (6) y (7). En estas circunstan-
cias, veremos que hay cinco particiones del nimero 4; a saber, 4: 3+ 1:2+2:2 +
1+1y1+1+1+ 1. Aprenderemos mas acerca de las particiones de enteros
positivos en la seccién 3 del capitulo 9.)

b) Supongamos ahora que queremos contar el niimero de composiciones para el ni-
mero 7. En este caso no queremos enumerar todas las posibilidades, que incluyen el
7:6+1,1+6;5+2,1+2+4;2+4+1y3+1+2+ 1. Para contar todas estas
composiciones, consideremos el niimero de sumandos posibles.
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i) "Para un sumando sélo existe una composicién, a saber, 7.
ii) Siexisten dos sumandos (positivos), queremos contar el niimero de soluciones
enteras de

Wi+ wa=17, donde wy, wy >0
Esto es igual al mimero de soluciones enteras de
X +x=35, donde x;, x, =0.

El nimero de soluciones de este tipo es (2*3-1) = (§).

iii) En nuestro siguiente caso analizaremos las composiciones con tres sumandos
(positivos). Asi que ahora queremos contar el niimero de soluciones enteras
positivas de

Yity:+ys=7.

Este es igual al niimero de soluciones enteras no negativas de
Z1 + £y + 3= 4,

y ese ntimero es (**{-1) = (%).
Resumimos los casos (i), (ii) y (iii), y los otros cuatro casos, en la tabla 1.7, en
la que recordamos que 1 = (%) para el caso (i).

Tabla 1.7
s i
G) n=1 @) (ﬁ)
(ii) n=2 (ii) (:)
) =3 @ ()
(iv) n=4 (iv) (g)
) n=>5 v) (g:
o) s @
o) n=7 @ (8

En consecuencia, los resultados del lado derecho de la tabla indican que el
numero (total) de composiciones de 7 es




1.4 Combinaciones con repeticién: Distribuciones 39

(@+©)+()+6)-C)+0)-6)-20
6 5 4 3 2 1 0/ s-o\k/
Y, a partir de la parte (a) del corolario 1.1, esto se reduce a 2.

En general, para cada entero positivo m, existen Z;, (") = 2= composiciones.

Los dos tdltimos ejemplos de esta seccidn son aplicaciones del drea de ciencias de la
computacién. Ademds, el dltimo ejemplo conduce a una importante férmula para la suma
que utilizaremos en muchos capitulos posterniores.

Consideremos el siguiente segmento de un programa en Pascal, donde, j y k son variables
enteras.

For i :=1 to 20 do
For j := 1 to 1 do
For k := 1 to j do
Writeln (i*®*j + k);

;Cudntas veces se ejecuta la proposicién Writeln en este segmento de programa?

Entre las opciones posibles de i, j y k (en el orden i primero, j segundo y k tercero) que
nos conducen a la ejecucién de la proposicién Writeln, enumeramos (1) 1. 1. 1:(2) 2, 1, I
(3) 15, 10, 1 y (4) 15, 10, 7. Observamos que i = 10, j =12, k=5 no es una de las
selecciones que deberdn considerarse, ya que j = 12 > 10 = i; esto viola la condicion
establecida en el segundo ciclo For. Cada una de las cuatro selecciones anteriores en las
que se ejecuta la proposicién Writeln satisface lacondicién 1 £k =5 =i = 20. De hecho,
cualquier seleccidn a, b, ¢ (a < b = ¢) de tamafio 3, con repeticiones, delalistal, 2, 3, . . ..
20 produce una de las selecciones correctas: en este caso,k=a.j=b.i=c. En consecuen-
cia, el enunciado Wiiteln se ejecuta

20+3—1) 2Z) _
( 3 )—(3)—154{]vﬂce:s.

Si hubiera r (= 1) ciclos For en vez de tres, la proposicién Writeln se habria ejecutado
(El.'i hr— 1} VECes.
#

Aqui usaremos el siguiente segmento de programa en Pascal para obtener una férmula
para la suma. En este segmento de programa, las variables 7, J. n, y counter son vanables
enteras. Hemos supuesto que, en una secci6n anterior del programa, el usuario proporcio-
né un entero positivo; este dato establece el valor de n.

counter := 0;
For i := 1 to n do
For j := 1 to 1 do
counter := counter + 1;
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A partir los resultados del ejemplo 1.37, después de que se ejecute este segmento, el
valor de counter serd (**17') = (*1"). (Esto es igual al niimero de veces en que la proposi-
cidn

(*) counter := counter + 1

se ejecuta.)

Este resultado también puede obtenerse como sigue: cuandoi: = 1,/ variade 1 a | v
(*) se ejecuta una vez; cuando i recibe el valor de 2, entonces jvariade 1 a2 y (*) se
ejecuta dos veces; j varia de 1 a 3 cuando i tiene el valor 3 v (¥) se gjecuta tres veces; en
general, para | =k < n,cuandoi : =k, entonces jvariade 1 aky (*) se ejecuta k veces. En
total, la variable counter se incrementa [y la proposicién (*) se ejecuta] 1 +2 43 4+--- +n
veces.

En consecuencia,

n+1)=n(rz+1}

1‘=1'2+3+-~+n=(
2i=1+ 2 2

La derivacidn ¢z esta férmula para la suma, obtenida al contar el mismo resultado de
dos foras diferenizs, constituye una demostracién combinatoria.

I —— e —ﬁ

EJERCICIOS 1.4

1. ;De cudntas formas es posible distribuir 10 monedas (idénticas) entre cinco nifios si (a) no hay
restricciones? (b) cada nifio recibe al menos una moneda? (c) el nifio mavor recibe al menos
dos monedas?

2. (De cudntas formas es posible distribuir 15 barras de chocolate {(idénticas) entre cinco nifios,
de modo que el mas pequefio s6io reciba una o dos?

3. Determine las formas en que se pueden elegir 20 monedas de cuatro grandes recipientes que
contienen monedas de diferente denominacién. (Cada recipiente contiene un solo tipo de mo-
neda. )

4. Una tienda de helados tiene disponibles 31 sabores de helado. ; De cuéntas formas se puede
ordenar una docena de conos de helado si (2) no queremos el mismo sabor més de una vez?
(b) un sabor puede ordenarse hasta 12 veces? (¢) un sabor no puede ordenarse mds de 11
veces?

3. a) ;De cudntas formas es posible seleccionar cinco monedas de una coleccién de 10, formada
por una moneda de 1 centavo, una moneda de 5 centavos, una de 10 centavos. una de 25
centavos, otra de 50 centavos y cinco délares (idénticos)?

b) ;(De cuintas formas podemos seleccionar n objetos de una coleccién de tamafio 2 que
consta de n objetos distintos v n objetos idénticos?

6. Resuelva el ejemplo 1.31 pero, en este caso, los 12 simbolos que se van 3 transmitir son cuatro
letras A, cuatro B v cuatro C.

7. Determine el nimero de soluciones enteras no negarivas de x, + X3 +X; + 1= 32, donde

a) ;=0 1=i=4 b) x.>0, 1=i=<4,
€) x1,x:=5, x5,xs=7. d) x:=8, 1=i=4.
e) u=-2 1=i=4 f) x1,%, 23>0, 0<x,=<25.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

iDe cudntas formas puede distribuir un maestro ocho donas de chocolate y siete donas glaseadas
entre tres estudiantes si cada uno desea al menos una dona de cada tipo?

Columba tiene dos docenas de colecciones de n piedrecillas de colores diferentes. Si puede
seleccionar 20 (permitiendo repeticiones de colores) de 230,230 formas, ;jcudl es el valor den?

¢De cudntas formas puede tirar Lisa 100 dados (idénticos), de modo que caigan al menos tres
dados de cada cara diferente?

Dos enteros de n digitos (se permiten ceros al principio) se consideran equivalentes si uno es

una redisposicién de otro. (Por ejemplo, los enteros de cinco digitos 12033, 20331 vy 01332 52

consideran equivalentes.)

a) ;Cudntos enteros de cinco digitos no son equivalentes?

b) Silos digitos 1, 3 y 7 pueden aparecer cuando mucho una vez, ;cudntos enteros no equiva-
lentes de cinco digitos existen?

Determine ¢l ndmero de soluciones enteras de x; + 13 + x5 + 13 + x: < 40, donde
a) x;=0, 1=i=5. b) ,=-3, 1=i=5.

¢De cudntas formas se pueden distribuir ocho bolas blancas idénticas en cuatro recipientes
distintos de modo que (a) ningiin recipiente quede vacio? (b) el cuarto recipiente contenga un
nimero impar de bolas?

a) Encuentre el coeficiente de v*w'xz en el desarrollo de (v + 2w +x + v + 205,
b) (Cudntos términos distintos aparecen en el desarrollo de Ia parte (a)?

iDe cudntas formas puede colocar Beto 24 libros diferentes en cuatro repisas de modo que
haya al menos un libro en cada repisa? (Para cualquiera de estas disposiciones, considere que
en cada repisa los libros deben ser colocados uno junto al otro, v el primer libro a la izquierda. )

i Para qué entero positivo n se cumple que las ecuaciones
(1) xq+x2+x3+---+xi5=n, ¥
(2) mty2+ys+--+yu=n
tengan el mismo ndmero de soluciones enteras positivas?

¢ De cuantas formas s¢ pueden colocar 12 canicas del mismo tamafio en cinco recipienies dis-
tintos st (a) todas las canicas son negras? (b) cada canica es de distinto color?

Un maestro de quimica tiene siete cajas, cada una con 36 tubos de ensayo con sustancias
“desconocidas™ para un experimento de laboratorio. Las 36 sustancias de la primera caja contie-
nen cuatro compuestos diferentes que aparecen 5, 12, 7y 12 veces, respectivamente. ; De cudntas
formas se puede distribuir el contenido de esta caja entre cinco laboratorios de quimica?

¢De cudntas formas es posible distribuir una moneda de 25 centavos, otrade 10, otrade 5y 23
monedas de un centavo entre cinco nifios (a) sin restricciones? (b) de modo que el nifio mds
grande reciba 20 o 25 centavos?

a) ;Cudntas soluciones enteras no negativas tiene la pareja de ecuaciones
n+n+na+-+05=3.5+n+x=67
b) ;Cudntas de las soluciones de la parte (a) tienen x;, x5, x: > 07

¢Cudntas veces se ejecuta la proposicién Writeln en el siguiente segmento de programa en
Pascal? (En este caso, i, j, k y m son variables enteras.)

For i := 1 to 20 do
For j := 1 to i do
Fork := 1 to j do
Form := 1 to k do
Writeln ((i*3j) + (k*m)):
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22.

23.

24,

25.

26.

27.

En el siguiente segmento de programa en Pascal, i, j, k y counter son variables enteras. Deter-
mine el valor de counter después de ejecutarse el segmento de programa.

counter := 10;
For i :=1 to 156 do
For j := i to 15 do
For k := j to 15 do
counter := counter + 1;

Determine el valor de Ia variabl después de ej el sigui de programa
en Pascal. (En este caso, i, J, k, increment ¥ sum son variables eme:as )

increment := 0:
sum := 0;
For i := 1 to 10 do
For j :=1toido
For k := 1 to j do

Begin
increment := increment + 1;
sum := sum + increment
End; )
Considere el sigui de progr en Pascal, dondei, j, k, n y counter son variables
enteras. En una parte am.enor del ptugtama. el usuario ha dado el entero positivo que establece
el valor de n para esa ej ién p del p
For k :=1 to j do
counter := counter + 1;
Determil de dos modos disti el mimero de veces que la proposicién
counter := counter + 1

se ejecuta. (Este es también el valor de counter después de la ejecucién del segmento de progra-
ma)) A partir del resultado del ejemplo 1.37, sabemos que la proposicién se ejecuta ("37) =
("3?) veces. Para un valor fijo de i, los ciclos Forrelativos aj y k producen {'3') ejecuciones de
la proposicién donde se incrementa counter. En consecuencia, (") = 3" (') Use este
resultado para deducir una férmula para la sumade 12+ 22+ 32+ .- +n?
) Use las ideas del ejemplo 1.38 y el ejercicio 24 para explicar por qué (}%) E {45
b) Use el resultado de la parte (a) para obtener una férmula para la suma

P+2 43+ +n’=2 7P

Muestre que el mimero de formas de colocar 12 objetos distintos en r recipientes diferentes, con

los objetos ordenados en cada recipiente, es P(r +n—1, r—1).

a) Dados m, n enteros positivos con m = n, muestre que el mimero de formas de distribuir m
objetos idénticos en n recipientes distintos, sin que quede un recipiente vacio, es Clm — 1,
m-n)=Clm-1,n-1).
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b) Muestre que el ndmero de distribuciones de la parte (a), donde cada recipiente contiene al
menos r objetos (m = nr), es Cim—1+(L=r)n, n-1).

28. Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) para calcular las soluciones enteras de
n+x+x=10, 0=x, 1=<i=s3
29. Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) para calcular las soluciones enteras de
ntn+rntrn=15 0=x, l=sisd
30. Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) para calcular las soluciones enteras de

N+ttt r=4, -2=x, l=i=s4

1.5
Una aplicacién a las ciencias
fisicas (opcional)

En esta seccién analizaremos una aplicacién de las técnicas para contar desarrolladas en
este capitulo. Esta aplicacin surge en mecénica estadistica y termodindmica estadistica.
En estas 4reas, nos hemos interesado en el niimero de formas en que r particulas subatémicas
pueden distribuirse entre r estados de energfa distintos.

En el modelo de Maxwell-Boltzmann se supone que las particulas son distintas y que
cualquier cantidad de ellas puede estar en cualquier estado de energia. Obtenemos »’ dis-
tribuciones posibles debido a que existen n estados de energia posibles para cada una de
las r particulas. (La teoria moderna de mecénica cuntica ha demostrado que este modelo
no es adecuado para las particulas subatémicas conocidas hasta €] momento.)

Otros dos modelos con mis éxito son los de Bose-Einstein y Fermi-Dirac, que se basa-
ron en un principio en los momentos angulares intrinsecos de las particulas.

El modelo de Bose-Einstein requiere que las r particulas sean idénticas, y cualquier
cantidad de ellas puede estar en cualquier estado de energia. El niimero de distribuciones
diferentes en este caso es el nimero de soluciones enteras no negativas dex; + x> + ==+ +x,
=r, igual a C(n + r - 1, r). Las particulas con espin entero (en unidades de (h/2),donde k
es la constante de Planck) siguen este modelo. Dichas particulas, llamadas bosones, inclu-
yen 2 los fotones, los mesones pi y las parejas de electrones de conduccion en el material
superconductor, como el plomo o ¢l estafio.

Para las particulas con espin ientero, como los protones, electrones y neutrones, el
modelo de Fermi-Dirac es m4s adecuado, y las particulas se conocen como fermiones. En
este modelo, las r particulas son de nuevo idénticas, pero un estado de energia puede
contener al menos una particula. En consecuencia, en este caso r < n y el nimero de
distribuciones posibles es (7). (Este modelo es bastante itil en el estudio de la teoria de
bandas semiconductoras.)
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1.6
Resumen y repaso historico

En este primer capituio presentamos los fundamentos del conteo de combinaciones,
permutaciones y disposiciones en muchos tipos de problemas. La descomposicién de los
problemas en componentes que requieren férmulas iguales o diferentes para su solucién
proporcioné un acercamiento clave a las 4reas de mateméticas discreta y combinatoria.
Esto es similar al enfoque descendente para el desarrollo de algoritmos en un lenguaje de
programacion estructurada como Pascal. En este caso, se desarrolla el algoritmo para re-
solver un problema dificil abordando primero algunos subproblemas principales que de-
ben resolverse. Después, estos subproblemas se refinan (se subdividen en tareas de pro-
gramacion mds manejables). Cada nivel de refinamiento mejora la claridad, precisién y el
objetivo del algoritmo, hasta que se puede traducir facilmente al cédigo del lenguaje de
programacion. (Hablaremos mas de los algoritmos en capitulos posteriores.)

La tabla 1.8 resume las principales férmulas para contar desarrolladas hasta ahora. En
€ste caso utilizamos una colecci6n de n objetos distintos. Las férmulas cuentan el nlimero
de formas para seleccionar, u ordenar, con o sin repeticiones, r de estos n objetos. Los
resimenes de los capitulos 5 y 9 incluyen otras tablas similares que apareceran conforme
vayamos ampliando nuestro estudio de otros métodos de conteo.

Tabla 1.8
El orden es | Se permiten Posicidén en
significativo| repeticiones Tipo de resultado Férmula el texto
Si No Permutaci6n P(n,r)=n!(n-r)!, P4gina 8
O=r=n
Si Si Disposicién n, nr=0 Pdgina 8
No No Combinacién Cln,)=n"rl(n-n!]= (:), Pégina 19
O=r=n
. i n+r—1 .
No Si Combinacién con ( ), nr=0 Péagina 34
repeticion J

Al continuar nuestro estudio sobre otros principios de enumeracién, asi como sobre las
Estructuras matemdticas discretas para aplicaciones en la teorfa de codigos, la enumera-
cion, la optimizacién y los esquemas de ordenamiento en ciencias de la computacién, nos
basaremos en las ideas fundamentales presentadas en este capitulo.

El concepto de permutacién se puede encontrar en la obra hebrea Sefer Yetzirah (El
libro de la creacion), un manuscrito escrito por un mistico entre el afio 200 y el 600. Sin
embargo, es interesante subrayar que ya antes un resultado de Xendcrates de Calcedonia
(396-314 a.C.) podria contener “el primer intento por registrar la solucién de un problema
dificil de permutaciones y combinaciones”. Para mas detalles, véase la pdgina 319 del
texto de T.L. Heath [3], asi como la pagina 113 del articulo de N. L. Biggs [1], una valiosa
fuente de informacién acerca de Ia historia de la enumeracién. El primer libro de texto que
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estudia algo del material analizado en este capitulo fue Ars Conjectandi, del matemético
suizo Jakob Bernoulli (1654—1705), uno de los ocho destacados matemdticos de la familia
Bernoulli. El texto fue publicado en forma péstuma, en 1713, y contiene una reimpresion
del primer tratado formal de probabilidad. Este tratado fue escrito en 1657 por Christiaan
Huygens (1629-1695), fisico, matemético y astrénomo holandés que descubrié los anillos
de Saturno.

El teorema binomial para n = 2 aparece en la obra de Euclides (300 2.C.); no obstante, el
término “coeficiente binomial” fue introducido en realidad por Michel Stifer (1486—
1567) en el siglo Xvi. En su Arithmetica Integra (1544), Stifer da los coeficientes
binomiales hasta el orden n = 17.), En sus investigaciones acerca de la probabilidad,
Blaise Pascal (1623-1662) public, en la década de 1650, un tratado acerca de las relacio-
nes entre los coeficientes binomiales, las combinaciones y los polinomios. Estos resulta-
dos fueron utilizados por Jakob Bernoulli para demostrar la forma general del teorema
del binomio, en una forma similar a la presentada en este capitulo. El uso del simbolo
(%) se inici6 en el siglo xix, cuando fue utilizado por Andreas von Ettinghausen (1796—
1878).

Blaise Pascal (1623-1662)

Sin embargo, s6lo en el siglo xx, con el advenimiento de los computadores, fue posible
¢l andlisis sistemdtico de los procesos y algoritmos utilizados para generar permutaciones
y combinaciones. En la seccién 10.1 examinaremos uno de esos algoritmos.

El primer libro de texto que trata ampliamente los temas de combinaciones y
permutaciones fue escrito por W. A. Whitworth [10]. El material de este capitulo también
se analiza en ¢l capitulo 2 de D. Cohen [2], el capitulo 1 de C. L. Liu [4], ¢l capitulo 2 de
E S. Roberts [6], el capitulo 4 de K. H. Rosen [7], el capitulo 1 de H. I. Ryser [8]yel
capitulo 5 de A. Tucker [9]. Para ms informacién acerca de las ideas de mecdnica estadis-
tica y termodinémica estadistica, consulte el libro de texto de R. Reed y R. Roy [5].
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EJERCICIOS
COMPLEMENTARIOS

1. En la fabricacién de cierto tipo de automévil, pueden
aparecer cuatro tipos de defectos mayores y siete tipos de
defectos menores. Para las situaciones en las que realmente
se presentan los defectos, ;de cudntas formas puede haber
el doble de defectos menores que de mayores?

2. Una méquina tiene nueve diferentes discos, cada uno
con cinco pardmetros etiquetados como 0, 1, 2. 3y 4.

a) ¢De cuintas formas se pueden configurar todos los
discos de la méquina?

b) Si los nueve discos se ordenan en una lineaen la
parte superior de la méquina, ;cudntas de las con-
figuraciones de la miquina no tienen dos discos
adyacentes con el mismo pardmetro?

c) ;Cudntos de los pardmetros de la parte (b) 36lo uti-
lizan 0, 2 y 4 como pardmetros en los discos?

3. El software para procesamiento de palabras en cierto
microcomputador permite archivos cuyos nombres tengan
de uno a ocho caracteres. Cada caricter puede ser alguno de
los 36 caracteres alfanuméricos (26 letras y 10 dizgitos) o
cualquiera de otros 15 simbolos determinados. (Para los

nombres de archivo, ¢l computador lee todas 1as letras como
maylisculas, sin importar si se escriben como mayisculas o
minidsculas.) También es posible afiadir al nombre del ar-
chivo una extensién de archivo opcional. Esta se obtiene al
escribir un punto v de uno a tres caracteres alfanuméricos
mds. Por lo tanto, seis ejemplos de nombres de archivo son
(1) TAXI, (2) PRESPTO, (3) A13B4781, (4) INGRESO.87.
(3) CALIEJUN, y (6) Z35.P72. Los tltimos tres ejemplos
utilizan la extension de archivo opcional.
a) ;Cuantos nombres de archivo utilizan solamente
los 36 caracteres alfanuméricos, sin extensién?
b) (Cudntos de los nombres de archivo de la parte (a)
comienzan con dos letras A?
¢) ;Cuintos nombres de archivo usan extensiones con
tres caracteres alfanuméricos exactamente?

4. Ladirectora de un coro debe elegir seis himnos para el
servicio religioso dominical. Ella tiene tres libros de him-
nos, cada uno de los cuales contiene 25 himnos (en total
hay 75 himnos distintos). ;De cuéntas formas puede elegir
los himnos si desea elegir (a) dos himnos de cada libro? (b)
al menos un himno de cada libro?

5. ¢De cuantas formas es posible colocar 25 banderas di-
ferentes en 10 astas numeradas si el orden de 1as banderas
en un asta (a) no es significativo? (b) siloes? (c) sies signi-
ficativo vy en cada asta ondea al menos una bandera?
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6. Una moneda se lanza 60 veces, dando como resulta-
do 45 caras y 13 cruces. ;De cudntas formas podria haber
ocurrido esto de modo que no hubiera cruces consecuti-
vas?

7. Hay 12 hombres en un baile. (a) ;De cudntas formas
pueden ser elegidos ocho de ellos para formar un grupo de
limpieza? (b) ;De cufntas formas se pueden formar parejas
con ocho mujeres que hay en el baile y ocho de estos 12
hombres?

8. ;Cuéntas secuencias cuaternarias de n-digitos (0,1,2,3)
tienen exactamente r unos?

9. ;De cuintas formas se pueden colocar las letras de
WONDERING de modo que tengan exactamente dos voca-
les consecutivas?

10. Un disolvente orgdnico se hace mezclando seis com-
puestos liquidos diferentes. Después de que un primer com-
puesto se vierte en un recipiente, los demds compuestos se
agregan en un orden predeterminado. Se prueban todos los
drdenes posibles para determinar el mejor resultado. ;Cuén-
tas pruebas son necesarias?

11. David tiene un conjunto de 180 blogues distintos.
Cada uno de estos bloques estd hecho de madera o pléstico
y viene en alguno de tres tamafios (pequeno, mediano, gran-
de), cinco colores (rojo, blanco, azul, amarillo, verde) y
seis formas (triangular, cuadrado, rectangular, hexagonal,
octagonal, circular). ;Cudntos de los blogues de este con-
junto difieren

a) del blogue peguerio, rojo, de madera, cuadrado en
exactamente una forma? (Por ¢jemplo. el blogue
peguefio, rojo, de pldstico, cuadrado es uno de esos
bloques.)

b) del bloque grande, azul, de pldstico, hexagonal en
exactamente dos formas? (Por ejemplo, el blogue
pequenio, rojo, de pldstico, hexagonal es uno de
esos bloques.)

12. El senor y la sefiora Rodriguez desean que su hija re-
cién nacida tenga sus tres iniciales {(nombre, segundo nom-
bre y apellido) en orden alfabético sin que se repita una ni-
cial. ;Cudntas de estas ternas de iniciales pueden aparecer
en estas circunstancias?

13. ;De cuintas formas pueden pintarse los 10 caballos
idénticos de un carrusel de modo que tres de ellos sean ma-
min, tres blancos y cuatro negros?

14. ;De cuintas formas puede distribuir un maestro 12 Ii-
bros diferentes de ciencia entre 16 estudiantes de modo que
(a) ningiin estudiante reciba mas de un libro? (b) el estu-
diante de mas edad reciba dos libros pero ningiin otro estu-
diante reciba mds de un libro?

15. De la siguiente lista se eligen cuatro nimeros: -5, —4,
-3,-2,-1,1,2, 3, 4 (a) ;De cudntas formas se puede hacer

la seleccidn de modo que el producto de los cuatro nime-
ros sea positivo v (1) los ndmeros sean distintos? (ii) cada
nimero pueda elegirse hasta cuatro veces? (i) cada ni-
mero pueda elegirse cuando mucho tres veces? (b) Res-
ponda la parte (a) cuando ¢l producto de los cuatro nime-
T0S &5 negativo.

16. Una casa para estudiantes de una universidad funciona
bajo la supervisién del sefior Morales. La casa tiene tres
pisos, cada uno de los cuales esta dividido en cuatro seccio-
nes. El proximo afio, el sefior Morales tendrd 12 estudiantes
(uno para cada una de las 12 secciones). Entre los 12 estu-
diantes hay cuatro de tercer afio (Daniel, Fernando, Hugo v
Tofio. (Los otros ocho estudiantes serdn nuevos en el curso
de otofio y se designan como de primer afio.) ;De cudntas
formas puede asignar el sefior Morales las secciones a los
12 estudiantes si
a) no hay restricciones?
b) Daniel y Fernando deben ser asignados juntos al
primer piso?
c) Hugo v Tofo deben ser asignados a pisos diferen-
tes?
d) Tofio debe ser asignado a un piso que guede arriba
del asignado a Hugo?
€) Daniel, Fernando y Hugo deben ser asignados a
pisos diferentes?

17. a) ;Cuintos de los 9000 enteros de cuatro digitos
1000, 1001, 1002, .. ., 9998, 9999 tienen cuatro
digitos diferentes que son crecientes (como en
1347 y 6789) o decrecientes (como en 6421 v
8653)7

b) ;Cuéantos de los 9000 enteros de cuatro digitos
1000, 1001, 1002, _ . ., 9998 9999 tienen cuatro
digitos que son no decrecientes (como en 1347,
1226 y 7778) o no crecientes (como en 6421, 6622
y 9888)?

18. a) Determine el coeficiente de x*vz” en el desarrollo
de [(x/2) + y - 3z]°
b) ;Cudntos términos distintos hay en el desarrollo

completo de
Gro-s?
e ot St 4 I
5 ¥

c) ¢Cudl es la suma de todos los coeficientes del de-
sarrollo completo?

19. a) ;De cudntas formas se pueden sentar 10 personas,
denotadas como A. B, ..., Y. ], en tomo de la
mesa rectangular que s¢ muestra en la figura 1.10,
si las figuras 1.10(a) y 1.10(b) se consideran igua-
les entre si pero diferentes de la figura 1.10(c)?
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A B F G I J
1 € E H H A
I D D 1 G B
H E c ] F €
G F B A E D
(a) (o) ©
Figura 1.10

b) ¢Encudntas de las disposiciones de la parte (a) que-
dan A y B sentados en los lados més largos de la
mesa, uno enfrente del otro?

Determine el ndmero de soluciones enteras no ne-
gativas de la pareja de ecuaciones

20. a)

n+x+x=6,
x=0,

xtxt---+xs=15,
1=sis5.

b

Responda la parte (a), reemplazando las dos
ecuaciones por las dos desigualdades

X tx;+x3=6,
x=0,

T tx+e--+xs<15,
1=i=5.

21. ;De cudntas formas es posible distribuir una docena de
manzanas entre cinco nifios de mode que ningin nifio tenga
mds de siete manzanas?

22. En cualquier set de un torneo de tenis, el oponente A
puede vencer a B de siete formas diferentes. (En 6-6 juegan
a muerte siibita.) El primer oponente en ganar tres sets gana
el torneo. (a) (De cudntas formas se pueden registrar los
marcadores en que A gana en cinco sets? (b) ;De cuintas
formas pueden registrarse marcadores en que el torneo ne-
cesite al menos cuatro sets?

23. Seanun nimero impar. ; De cuéntas formas podemos
ordenar n unos y r ceros con una fila (lista de simbolos
consecutivos idénticos) de exactamente k unos, conk = n<

24. Dados n objetos distintos, determine de cuintas for-
mas es posible ordenar r de estos objetos en un circulo; dos
disposiciones se consideran iguales si una se puede obtener
de la otra mediante una rotacién.

25. Para cualquier entero positivo n, muestre que

(-6~ G

0 2 4 1 3 5

26. a) ;De cuintas formas se pueden ordenar las letras de

UNUSUAL?

b) Para las disposiciones de la parte (a), ;cudntos de
ellos tienen las tres letras U junias?

¢) (Cuéntas de las disposiciones de la parte (2) no
tienen leiras U consecutivas?

27. Francisca tiene 20 libros diferentes pero en la repisa de
su dormitorio sélo caben 12 de ellos.
a) ;De cuintas formas puede colocar Francisca 12 de
estos libros en la repisa?
b) ;Cuintas de las disposiciones de la parte (a} inclu-
yen los tres libros de tenis de Francisca?

28. Determine el valor de la variable entera counter des-
pués de la ejecucion del siguiente segmento de programa de
Pascal. (En este caso, £ j, K, [, m y n son variables enteras.
Las variables ; sy rtambién son variables enteras; sus valo-
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res{r = 1,5 =5 vt = 7) se han asignado antes de la ¢jecucién

de este

29. a)

b)
c)

30. a)

b)
31. a)

b)

32. a)

b)

33. a)

b)

segmento de programa.)

counter := 10;
For i = 1 to 12 do
For j := 1 to r do
counter = counter + 2:
For k := 5 to s do
For | := 3 to k do
counter := counter + 4;
Form := 3 to 12 do
counter := counter + 6;
For n := t downto 7 do
counter := counter + 8;

Encuentre el nimero de formas en que se puede
escribir 17 como una suma de unos vy doses si el
orden es significativo.

Responda la parte (a) para 18 en vez de 17.
Generalice los resultados de 1as partes (a) y (b) para
n impar y para n par.

¢De cuintas formas es posible escnbir 17 como
una suma de doses y treses si el orden de los
sumandos (i) no es significativo? (ii) si es signifi-
cativo?

Responda la parte (a) para 18 en vez de 17.

Si n y r son enteros positivos con n = r, jcudntas
soluciones tiene

I1+IE+++++1'-::H1

donde cada x, es un entero positivo,paral =i =r?
;De cudntas formas es posible escribir un entero
positivo n como la suma de r sumandos enteros
positivos (1 = r < n) si el orden de los sumandos es
significativo?

;De cuintas formas es posible recorrer el plano xy
desde (1, 2) a (5, 9) si cada movimiento es de algu-
no de los siguientes tipos:

(H): (5, )= (x+1Ly); (V): (x,y)—=(x,y +1)?
Responda la parte (2) si también es posible un tercer
movimiento diagonal (D): (x, ¥) = (x+ 1,y + 1).

;De cudntas formas se puede mover una particula
en el plano xy desde el origen al punto (7,4) si los
movimientos permitidos son de la forma

(H): ()= + Ly (V): xy) =y +1)?

¢ Cuéntas de las trayectonias de la parte (2) no utili-
zan la trayectoriade (2, 2)a (3. 2)a (4. 2) a (4, 3)
que se muestra en la figura 1.117

ch

1 2 3 4 5 6 7
Figura 1.11

Responda las partes (a) y (b) si se permite un ter-
cer tipo de movimiento (D): (x. ¥) = (x+ L.y + 1).

34, El siguiente ejercicio muestra un importante meétodo para
contar, conocido como principio de reflexion. En este caso,
una particula se mueve en el plano xy de acuerdo con los
siguientes movimientos:

Ui(mn)—(m+1,n+1);
L: (m,m)—(m+1,n—1);

donde m v n son enteros, m, n = 0. En las figuras 1.12 (a)
y 1.12 (b), tenemos dos de tales trayectorias, de (0, 3) a

(7. 2).
a)

b)

c)

d)

e)

+Cudintas de estas trayectorias hay de (0, 3)a (7, 2)
con estas resiricciones? )

Las figuras 1.12(c) y 1.12(d) demuestran la siguien-
te idea acerca de las trayectorias de las partes (a) y
(b) de la figura, respectivamente. Cuando una tra-
vectoria de (0, 3) a (7, 2) toca o cruza el eje x, hay
una travectoria correspondiente de (0. -3) a (7. 2)
obtenida al reflejar ¢l segmento inicial de la tra-
vectoria antes de que togue o cruce el eje x. Use
esta observacidn para determinar el niimero de tra-
vectorias de (0, 3) a (7, 2) que tocan o cruzan el eje
x al menos una vez.

;Cudntas trayectorias de (0, 3) a (7. 2) nunca tocan
o cruzan ¢l eje x?7

(Cudntas de estas trayectonas de (1. 1) a (3. 2) nun-
¢a tocan o cruzan ¢l eje x7

Debido a sus extraordinarias notas, Diana y Cata-
lina son las finalistas para obtener el titulo de estu-
diante sobresaliente de fisica (en su clase). Un co-
mité de 14 profesores seleccionard a una de Jas
candidatas para ser la ganadora y colocara su voto
en una uma. Supongamos que Catalina recibe 9
votos v Diana recibe 5. ;De cudntas formas pue-
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(c) (d)
Figura 1.12
den extraerse los votos de la urna, de uno en uno, ma general llamado, en forma adecuada, el proble-
de modo que siempre haya mis votos en favor de ma de la urna. Este problema fue resuelto por

Catalina? Este es un caso particular de un proble- Joseph Louis Francois Bertrand (1822-1900).
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Fundamentos
de légica

E n el ejemplo 1.38 (secci6n 1.4) del primer capitulo obtuvimos una férmula para la suma.

Esta férmula se obtuvo contando la misma coleccion de objetos (las proposiciones que
ejecutamos en cierto segmento de programa) de dos formas distintas e igualando luego los
resultados. En consecuencia, decimos que 1a férmula fue establecida mediante una demos-
tracién combinatoria. Esta es una de las miltiples técnicas para obtener una demostracion
con las que trabajaremos en todo el texto. :

En este capitulo daremos un vistazo a lo que es un argumento vélido y una demostra-
cién més convencional. Cuando un matemitico desea ofrecer una demostracién de una
simacién dada, debe utilizar un sistema de 16gica. Esto también es cierto paraun cientifico
de la computacién que desarrolla los algoritmos necesarios para un programa o sistema de
programas. La 16gica de las mateméticas se aplica para decidir si una proposicion se sigue
o es consecuencia l6gica de una o mds proposiciones.

Algunas de las reglas que rigen este proceso se describen en este capitulo. Usaremos
después estas reglas en las demostraciones (proporcionadas en el texto y solicitadas en los

jercicios) que api en los sigui capitulos. Sin embargo, en ningiin momento

hemos pensado llegar a un punto en el que apliquemos las reglas de modo automdltico.
Como ha ocurrido con la aplicacién de las ideas de la enumeracién analizadas en el capi-
wlo 1, siempre deberemos analizar y tratar de comprender la situacién dada. Esto pide
atributos que no podemos aprender en un libro, como la inspiracién o 1a creatividad. El
solo hecho de aplicar las férmulas o utilizar las reglas no nos permitird avanzar en la
demostracién de resultados (como es ¢l caso de losteoremas) ni resolver problemas de
enumeracion.

2.1
Conectivas basicas
y tablas de verdad

e

En el desarrollo de cualquier teorfa, se hacen afirmaciones en forma de oraciones. Tales
afirmaciones, llamadas enunciados (o proposiciones), son oraciones declarativas que son
verdaderas o falsas (pero no ambas). Por ejemplo, las siguientes son proposiciones y, para
representarlas, utilizaremos las letras mindsculas (como p, gy ).

51
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p: La combinatoria es un curso obligatorio para el segundo afio

de bachillerato.

g:  Margaret Mitchell escribié Lo que el viento se Ilevé.

r: 2+3=5.
Por otro lado, no consideramos como proposiciones algo como la exclamacién

iQué bonita tarde!
o el mandato
Levintate y haz tus ejercicios.
Las proposici anteriores, repr das por las letras p, ¢ y ; s¢ consideran propo-

siciones primitivas, ya que no hay forma de descomponerlas en algo més sencillo. Es
posible obtener nuevas proposiciones, a partir de otras existentes, de dos maneras.

1) Transformando una proposicién p en la proposicién —p, que denota su negacidn y
se lee como “no p”.

Para la proposici6n anterior p, —p es la proposicién “La combinatoria no es un curso
obligatorio para el segundo afio de bachillerato”. (No consideramos la negacién de una
proposicién primitiva como una proposicién primitiva.)

2) Combinando dos o mds proposiciones en una proposicién compuesta mediante las
siguientes conectivas légicas.

a)

b)

<)

Conjuncion: La conjuncion de dos proposici P> g se denota como p A g,
que se lee como “p y g”. En nuestro ejemplo, la proposicién compuestap A g
se lee como “La combi ia es un curso obligatorio para el segundo afio de
bachillerato ¥ Margaret Mitchell escribié Lo que el viento se llevé”.
Disyuncién: La expresién p V g denota la disyuncidn de cualquier par de pro-
posiciones p, g y se lee como “p o g”. Por lo tanto, “La combinatoria es un
curso obligatorio para el segundo afio de bachillerato o Margaret Mitchell es-
cribi6 Lo que el viento se llevé” es la traduccién verbal de p V g cuando p, ¢
son las proposiciones ya mencionadas. Usamos la palabra “o0” en el sentido
inclusivo. En consecuencia, p V g es verdadero si una o la otra 0 ambas propo-
siciones p, g son verdaderas. En espafiol, a veces se escribe “y/o0” para subrayar
este hecho. La “0” exclusiva sé denota como p v 4. La proposicién compuesta
p¥g es verdadera si una u otra, pero no ambas proposiciones son verdaderas.
Una forma de expresar p ¥ ¢ para este ejemplo ¢s “La combinatoria es un curso
obligatorio para el segundo afio de bachillerato o Margaret Mitchell escribié
Lo que el viento se ilevé, pero no ambos™.

Implicacién: Decimos que “p implica ¢” y escribimos p — ¢ para designar la
proposicin que es la implicacién de g por p. En forma alternativa, podemos
decir (i) Si p, entonces g; (ii) p es suficiente para g; (iii) p es una condicién
suficiente para g; (iv) p s6lo si g; (v) g es necesario para p; y (vi) g es una
condicidn necesaria para p. Una traduccién verbal de p — g usando nuestro
ejemplo es “Si la combinatoria es un curso obligatorio para el segundo afio de
bachillerato, entonces Margaret Mitchell escribi6 Lo que el viento se llevé”. La

T El término command también se traduce como “comando”. (N del E.)
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proposicion p se conoge como la hipéiesis de la implicacién, y g como lacon-
clusign. Cuando se combinan las proposiciones de esta forma, no es necesario
que haya una relacién causal entre las proposiciones para que la implicacién
sea verdadera.

d) Bicondicional: Por dltimo, la bicondicional de dos proposiciones p, 4 se deno-
ta como p ¢ g. lo cual se les como “p siy s6lo si g7, 0 “p es necesario y
suficiente para g”. Para las proposiciones p, g dadas en el ejemplo, “La
combinatoria es un curso obligatorio para el segundo afio de bachillerato, si y
s6lo si Margaret Mitchell escribi6 Lo que el viento se llevd”™ tiene el significado
de p ¢ g. A veces abreviamos “p si y s6lo sig” como “psii g”.

En nuestro anlisis posterior de 16gica debemos tener presente que un enunciado como
El mimero x s un entero

1o es una proposicion ya que su valor de verdad (verdadero o falso) no puede determinar-
se si no se asigna un valor numérico a x. Si asignamos a x el valor de 7, el resultado seria
una proposici6én verdadera. Sin embargo, si a x le asignamos valores como Y2, JZom,
tendriamos una proposicién falsa. En las secciones 2.4y 2.5 de este capitulo encontrare-
mos de nuevo este tipo de situacién.

En ¢l andlisis anterior, menci s las ¢i ias én las cuales las proposiciones
compuestas p V g, p¥ g se consideran verdaderas, con base en la verdad de sus compo-
nentes p, ¢. Esta idea de que la verdad o falsedad de una proposicién compuesta slo
depende de los valores de verdad de sus componentes requiere un estudio més profundo.
Las tablas 2.1 y 2.2 resumen los valores de verdad de la negaci6n de los diferentes tipos de
proposiciones compuestas, con base en los valores de verdad de sus componentes. Al
construir estas tablas de verdad, hemos usado el “07 para falso y el “1” para verdadero.

Tabla 2.1 Tabla 2.2

p|p plalpna|pve|pYa|pg|pea

of 1 ojo0| O 1] 0 1 1

1| 0 o|1| o0 1 1 1 0
1(0]| 0 1 1 0 0
1)1 1 1 0 1 1

Las cuatro asignaciones posibles de verdad para p, ¢ pueden enumerarse en cualquier
orden. El orden particular que presentamos en este caso serd titil en nuestro trabajo posterior.

Vemos que las columnas de los valores de verdad de p y —p son opuestas entre si. La
proposicién p A g es verdadera s6lo cuando p, g son verdaderas, mientras que p V ges
falsa solamente cuando las dos proposiciones componentes son falsas. Como ya habiamos
observado, p ¥ g es verdadera exactamente cuando una de las dos es verdadera.

Parala implicacion p — g, el resultado es verdadero en todos los casos, excepto cuandop es
verdadero y g es falso. No queremos que una proposicion verdadera nos conduzca a pensar en
algo que es falso. Sin embargo, consideramos como verdaderas las proposiciones “Si 2+ 3 =6,
entonces 2 + 4 = 7", aunque las proposiciones “2 +3=6"y “2+ 4 =7" sean ambas falsas.

Por dltimo, 12 bicondicional p ¢ g s verdadera cuando las prop ici p, g tienenel
mismo valor de verdad, y falsa en los demds casos.
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Ahora que hemos pr do algunos PLo: diaremos con mds detalle estas
ideas iniciales acerca de las conectivas. Nuestros primeros dos ejemplos serdn ttiles para
nuestro estudio.

Sean 5, 1y u las siguientes proposiciones primitivas:

s: Felipe sale a dar un paseo.
. Laluna estd brillando.
u: Estd nevando.

Las siguientes oraciones ofrecen algunas traducciones posibles para las proposiciones
compuestas simbélicas dadas.

a) (¢t A —u) - s: Silaluna estd brillando ¥ no estd nevando, entonces Felipe sale a dar
un paseo.

b} #— (mu — 5): Si la luna est4 brillando, entonces si no estd nevando, Felipe sale a
dar un paseo. [Asi, =z — s se entiende como (~u) = sy no como (1 — 5).]

€} —(s & (u V 1): No ccurre que Felipe salga a dar un paseo si y s6lo si estd nevando
o 1a luna est4 brillando. '

Ahora trabajaremos en orden inverso y examinaremos la notacién Iégica (o simbélica)
para las siguientes tres frases:

d) “Felipe saldr4 a dar un paseo si y s6lo si la luna estd brillando™. Aqui, las palabras
“si y s6lo si” indican que estamos trabajando con una bicondicional. En forma sim-
bélica, esto se convierte en s <3 1. .

“Si estd nevando y la luna no est4 brillando, entonces Felipe no saldré a dar un

pasco”. Esta proposicién compuesta es una implicacion, en la que la hipétesis es a

Su vez una proposicién compuesta. Podriamos eXpresar esta proposicién en forma

simbélica como (x A —1) — =5,

f) “Estd nevando pero, aun asf, Felipe saldré a dar un paseo”. Ahora nos encontramos
©on una nueva conectiva: pero. En nuestro estudio de la 16gica, seguiremos la con-
vencién de que las conectivas pero e y tienen el mismo significado. En consecuen-
cia, esta frase puede representarse como u A 5.

€,

Ahora regresemos a los resultados de la tabla 2.2; en particular, la sexta columna. Por-
que si es éstala primera vez que el lector se encuentra con la tabla de verdad de la implicacién
P — g, entonces podria ser dificil que acepte los datos de dicha tabla, particularmente los
resultados de los dos primeros casos (donde p tiene el valor de verdad 0). El siguiente
ejemplo puede ayudarle a comprender ¥y aceptar estas asignaciones de valores de verdad.

Consideremos la siguiente situacién. Estamos a casi una semana antes de Navidad y
Penélope ird a varias fiestas en esta semana. Como estd preocupada por su peso, ha decidi-
do no pesarse hasta el dia después de Navidad. Pensando en las consecuencias que esas
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fiestas podrian tener con su figura, ha decidido lo siguiente para el dfa 26: “Si peso mds de
60 kilogramos, entonces me inscribiré en una clase de educacién fisica”.
Aqui haremos que p y g denoten las proposiciones (primitivas)

p:  Peso més de 60 kg.
g: Me inscribiré en la clase de educacién fisica.

Entonces la posicién de Penélope (una implicacién) estd dada por p — g.
Consideraremos los valores de verdad de este ejemplo particular de p — g respecto a
las filas de la tabla 2.2; en primer lugar, los casos mds sencillos, las filas 4 y 3.

*Fila 4: py q tiene el valor de verdad 1. El 26 de diciembre, Penélope pesa mds de 60
kilogramos y se inscribe répidamente en la clase de educacién fisica, justo como lo
habia dicho. Aqui, p — g es verdadera y sc le asigna el valor de verdad 1.

* Fila 3: p tiene el valor de verdad 1, g tiene el valor de verdad 0. El 26 de diciembre,
Penélope pesa miés de 60 kilogramos, pero decide no entrar al curso de educacién fisi-
ca. En este caso, vemos que Penélope ha roto su promesa; en otras palabras, la implicacion
P — q es falsa (y tene el valor de verdad 0).

Los casos de las filas 1 y 2 podrian no coincidir inmediatamente con nuestra intuicidn,
pero ¢l ejemplo nos ayudard a aceptar los resultados.

*Fila 1: p y ¢ tienen el valor de verdad 0. El 26 de diciembre Penélope tiene un peso
menor o igual que 60 kilogramos y no se inscribe en el curso de educacién fisica. Ella
no ha violado su resolucién; consideramos entonces que la propesiciénp — g es verda-
dera y le asignamos el valor de verdad 1.

* Fila 2: p tiene el valor de verdad 0, g tiene el valor de verdad 1. En este dltimo caso,
Penélope pesa 60 kilogramos o menos el 26 de diciembre, pero atin asi se inscribe en el
curso. Es probable que pese 59 o 60 kilos y siente que esto es demasiado. O bien, es
probable que desee inscribirse porque piensa que es bueno para su salud. Sin importar
1a razén, ella no va en contra de su resolucién p — ¢. Una vez mds, aceptamos esta
proposicién compuesta como verdadera, y le asignamos el valor de verdad 1.

Nuestro siguiente ejemplo analiza un concepto relacionado con lo anterior: la estructu-
ra de decisidn (o seleccion) en la programacién de computadores.

En las ciencias de la computacidn, aparecen las estructuras de decision si-entonces y si-
entonces-0 en lenguajes como BASIC y Pascal. La hipétesis p es con frecuencia una ex-
presién relacional como x > 2. Esta expresin se convierie entonces en una proposicién
(16gica) que tiene el valor de verdad 0 o 1, segin el valor de la variable x en ese punto del
programa. La conclusién g podria ser un “enunciado ejecutable™ para que el programa
tome otra direccién o para una impresién. (Asi, g no ¢s una de las proposiciones légicas
que hemos estado analizando.) Al trabajar con “Si p entonces ¢”, en este contexto, el
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computador ejecuta g 5610 en el caso de que P sea verdadero. Si p es falso, el computador
pasa a la siguiente instruccidn en la secuencia del programa. En el caso de la estructura de
decisién “Si p entonces g, 0 7", g se ejecuta cuando p es verdadera, y r se ejecuta cuando
pes falsa.

Antes de continuar, una advertencia: tenga cuidado al usar los simbolos — y <. La
implicacion y la bicondicional no son iguales, como lo muestran las dltimas dos columnas
de la tabla 2.2.

Sin embargo, en el lenguaje cotidiano, con frecuencia se utiliza una implicacién con Ia
intencién real de una bicondicional. Por ejemplo, consideremos las siguientes implicaciones
que un padre dirige a su hijo.

$—1r 8ihaces tu tarea, entonces irds al Jjuego de béisbol.
f—>s: Irés al juego de béisbol s6lo si haces la tarea.

* Caso 1: La implicacién s — r. Cuando el padre le dice al hijo “Si haces tu tarea,
entonces irds al juego de béisbol”, intenta darle un punto de vista positivo haciendo
hincapié en la diversi6n de ver un juego de béisbol.

* Caso 2: La implicacién £ — s. Aqui encontramos el punto de vista negativo y el padre
que advierte al hijo al decir “Irés al Jjuego de béisbol sélo si haces la tarea”. Este padre
pone énfasis en el castigo (carencia de diversion) en que se puede incurrir.

Sin embargo, en ambos casos, el padre desea que su implicacion, yaseas 3101 — 5, se
entienda como la bicondicional s ¢ 1. Ya que en el primer caso, el padre da indicios del
castigo a la vez que promete un premio; en el caso 2, en el que se utiliza el castigo (tal vez
para amenazar), si el chico realmente hace la tarea, entonces definitivamente tendrs la
oportunidad de disfrutar el juego de béisbol.

En los escritos cientificos, debemos hacer el mdximo esfuerzo para no ser ambiguo;
cuando se da una implicaci6n, generalmente no puede, ni debe, interpretarse como una
bicondicional. Las definiciones son una notable excepcion que analizaremos en la seccién
25.

Antes de continuar daremos un paso atrés. Al resumir el material que produjo las tablas
2.1y 2.2, tal vez no pusimos suficiente énfasis en que los resultados son ciertos para
cualquier par de proposiciones P 4.y no solo para proposiciones primitivas p. q. Los
ejemplos 2.4 a 2.6 nos ayudaran a reforzar esto.

Examinemos la tabla de verdad de la Pproposicién compuesta: “Margaret Mitchell escribic
Lo que el viento se llevéy si2 + 3 = 5, entonces la combinatoria es un curso obligatorio
para el segundo afio de bachillerato™. En notacién simbélica, esta proposicin se escribe
como ¢ A (=r— p), donde p, ¢ y r representan las proposiciones primitivas que introdu-
jimos al principio de esta seccién, La Gltima columna de la 1abla 2.3 contiene los valores
de verdad de este resultado. Obtuvimos estos valores de verdad recurriendo al hecho de
que la conjuncién de dos proposiciones es verdadera si ¥ s6lo si ambas proposiciones son
verdaderas. Esto es lo que dijimos antes, en la tabla 2.2; ahora una de nuestras proposicio-
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nes (la implicacién —r — p) es definitivamente una proposicién compuesta y no una
primitiva. Las columnas 4, 5 y 6 de esta tabla muestran la forma de construir la tabla de
verdad, considerando partes m4s pequefias de la proposicién compuesta y usando los re-
sultados de las tablas 2.1y 2.2.

Tabla 2.3
P q r -r r—=p g/ \NCr—=p)
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1

En la tabla 2.4 desarrollamos las tablas de verdad de las proposiciones compuestas p V
(g A 1) (columna 5) y (p V g) A r(columna .

Tabla 2.4

=5

PV | p (P QNr

0

)

- E---1k]
HH OO~ OO e
—oocomooo|>
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e e e OO
—oROoOROoOCO
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Como los valores de verdad de las columnas Sy 7 difieren (en las filas 5 y 7), debemos
evitar escribir una proposicién compuesta como p V g A r. Si no disponemos de los
paréntesis que indiquen cudl de las conectivas 16gicas A u V debe aplicarse primero, no
tendremos idea de si estamos trabajandoconp V (g A rjocon(pV @) A r.

El dltimo ejemplo de esta seccién ilustra dos tipos particulares de proposiciones.

Los resultados de las columnas 4 y 7 de la tabla 2.5 muestran que la proposiciénp — (p V ¢)
es verdadera y que la proposiciénp A (—p A g) es falsaen el caso de todas las asignaciones
de valores de verdad para las proposiciones componentes p, g.
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Tabla 2.5
P e | pve | p=pve | Tp | pAg | pACRNY
0]0 0 1 1 0 0
0.1 1 1 1 1 0
110 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0
Definicién 2.1 Una proposici6n compuesta es una tautologia si es verdadera para todas las asignaciones

de valores de verdad para sus proposiciones componentes. Si una Pproposicién compuesta
¢s falsa para todas estas asignacione €s una c di

ion

En este capitulo usaremos el simbolo T, para denotar una tautologia y el simbolo F,
para denotar una contradiccidn.

Podemos usar las ideas de tautologfa e implicacién para describir lo que entendemos
por un argumento vilido. Esto tendrd un interés primordial para nosotros en la seccién 2.3,
¥ nos ayudard a desarrollar la capacidad necesaria para demostrar teoremas mateméticos.
En general, un argumento comienza con una lista de proposiciones dadas llamadas premisas
¥ una proposici6n que se conoce como la conclusidn del argumento. Debemos examinar
€S1aS PIemisas, p, Pa, Py - - - » P € inlentar demostrar que la conclusién q se sigue légica-
mente de estas proposiciones dadas; es decir, intentamos demostrar que si cada una de las
Premisas py, ps, s, - - . » P, € Una proposicién verdadera, entonces la proposicién g tam-
bién es verdadera. Una forma de hacer esto consiste en analizar Ia implicacién

(BAP:ApsN---Ap)t—g,
donde la hipdtesis s 1a conjuncién de las  premisas. Si cualquiera de las premisas p,, P
P3 - - -+ P €s falsa, entonces no importa el valor de verdad de g, pues, en este caso, la
implicacién (p; A py A ps A -+ A p,) = g es verdadera. En consecuencia, si partimos de

las premisas py, pa, ps, . - -, p, (cada una con valor de verdad 1) y vemos que en estas
circunstancias g también tiene el valor 1, entonces la implicacién

(p1\p2Nps/h---Np)— g

es una tauzologia y tenemos un argumento vilido.

JERCICIOS 2.1

1. Determine cudles de las siguientes oraciones son proposiciones.
a) En 1990, George Bush era el presidente de Estados Unidos.
b) x+ 3 es un entero positivo.
<} iSi todas las mafianas fueran tan soleadas y despejadas como ésta!

¥ En este momento, s6lo trabajamos con 2 conjuncién de dos proposiciones, asi que debemos seialar que
heonjnncidnp./\p;Ap,A-~Ap,denpmposi:im%vﬂdadnaﬁysdlosicadzp,.{sisn.es
verdadera. Anali con detalle esta conjunci i en ¢l ejemplo 4.14 de la seccién 4.2.
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~

12.

d) Quince es un ndmero par.

€) SiJosefina tarda en llegar a la fiesta, su primo Zacarias podria enojarse.

) ;Qué hora es?

g) De la corte de Moctezuma 2 las playas de Tripoli.

h) Hasta el 30 de junio de 1986, Christine Marie Evert habfa ganado el abierto de Francia siete
veces.

. Identifique las proposiciones primitivas en el ejercicio 1.
. Sean p, g proposiciones primitivas para las que la implicacién p — g es falsa. Determine los

valores de verdad de

a) p/Ng b) “piv/g e g—p d) ~g—=-p
Sean p, g, r, 5 las siguientes proposiciones: p: Termino de escribir mi programa de computa-
ci6n antes de la comida; g: Jugaré tenis en la tarde; r: El sol est4 brillando; s: La humedad es
baja. Escriba lo siguiente en forma simb6lica.

a) Si el sol estd brillando, jugaré tenis esta tarde.

b) Terminar de escribir mi programa antes de la comida es necesario para que juegue tenis esta tarde.
©) La humedad baja y el sol brillante son suficientes para que juegue tenis esta tarde.

. Seanp, g, r las siguientes proposiciones acerca de un tridngulo ABC particular; p: El tridngulo

ABC es isGsceles; g: El tridngulo ABC es equildtero; r: El tridngulo ABC es equiangular. Tra-
duzea cada una de las siguientes proposiciones en una frase en espafol.

a) g—p b) “p—-g ¢ ger

d) pA-g €) r—p

. Determine el valor de verdad de cada una de las siguientes implicaciones.

a) Si3+4=12 entonces 3+2=6.

b) Si3+3=6,entonces 3 +6=9.

¢) Si3+3=6,emonces 3 +4=9.

d) Si Thomas Jefferson fue el tercer presidente de Estados Unidos, entonces 2+3=5

Vuelva a escribir cada una de las siguientes proposiciones como una implicacién de la forma

si-entonces.

2) La prictica diaria de su servicio es una condicién suficiente para que Daniela tenga una
buena posibilidad de ganar el torneo de tenis.

b) Arregle mi aire acondicionado o no pagaré la renta.

©) Maria puede subir a la motocicleta de Luis s6lo si usa el casco.

. Construya una tabla de verdad para cada de las siguientes proposiciones compuestas: . . 7

denotan proposiciones primitivas.

a) 2(pvVog—p b) p—(g—n) ¢ (p=g)—r
& (p—=g)—(g—>p) e) [pN(p—gl—g 0D (p/g—p
g g (pvag b [(p=Ag—=nl—=(p—0)

. ¢ Cudles de las proposicil [ del ejercicio 8§ son tantologias?

Verifique que [p — (g = 1] = [(p — g) = (p — )] es una tautologia.

. a) ;Cudntas filas se necesitan para la tabla de verdad de la proposicién compuesta (p V —g) &

[(—~r A s) =3 1], donde p. ¢, r, s ¥ t son proposiciones primitivas?

b) Seanp,, p, - - - » p» proposiciones primitivas. Sea p una proposicién compuesta que contie-
ne al menos una ocurrencia de cada p;, para 1 < i = n (y p no contiene otra proposicién
primitiva). ;Cuntas filas se necesitan para construir la tabla de verdad de p?

Determine todas las asignaciones de valores de verdad, si es que existen, para las proposiciones

primitivas p, g, 7, 5, f que hacen que todas las siguientes proposiciones compuestas sean falsas.

8) [(pAgArl—=(sv)
b) [pA(gAn]—(sxi)
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13.

14.

a) Si la proposicién g tiene el valor de verdad 1, ine todas las asi 1 de valores
de verdad para las proposiciones primitivas p, r y s para las que el valor de verdad de la
proposicién

(g=>I(~pvAASDA[s— (rAg]

esigualal.
b) Responda la parte (a) si g tiene el valor de verdad 0.
Al inicio de cierto programa en Pascal, la variable entera n recibe el valor de 7. Determine el
valor de n después de encontrar cada uno de los siguientes enunciados sucesivos durante la
ejecucion del programa. [En este caso, el valor de r después de la ejecucidn del enunciado de
la parte (a) se convierte en el valor de n para el enunciado de la parte (b), etcétera, hasta el
enunciado de la parte (¢). La operaci6n Div en Pascal devuelve la parte entera de un cociente;
por ejemplo, 6 Div2=3,7Div2=3y8Div3i=2]
a) If n>5 thenn := n+2;
b) If ((n+2=8) or (n—3=86)) then n := 2=n+1;
¢) If ((n-3=16) and (n Div 6=1)) thenn := n+3;
d) If ((n<>21) and (n—7=15)) then n := n—4;
e) If ((nDiv 5=2) or (n+1=20)) thenn := n+1;
Las variables enteras m y n reciben los valores de 3 y 8, respectivamente, durante ]a gjecucién
de cierto programa en Pascal. Durante la ejecucién del progr se los sigui
enunciados sucesivos. [Aqui, los valores de m, n después de la ejecucién delem:mado dela
parte (a) se convierten en los valores dem, n para el enunciado de la parte (b), etcétera, hasta el
enunciado de la parte (g).] ;Cudles son los valores de m, n después de encontrar cada uno de
estos enunciados?
4) If n—m=5 thenn := n—2;
b) If ((2*m=n) and (n Div 4=1)) then n := 4sn—3;"
¢} If ((n<8) or (mDiv 2=2)) then n := 2*m

elsem := 2+n:
d) If ((m<20) and (n Div 6=1)) then m m—n-5;:
e) If {((n=2#*m) or (nDiv 2=5)) then m m+2;
f) If ({n Div3=3) and (mDiv3 <> 1)) thenm := n;
g If msn <> 35 then n := 3+m+7;

En el siguiente segmento de un programa en Pascal, i, j, m y r son variables enteras. El usuario
proporciona los valores de m y n en una parte anterior de la ejecucidn (total) del programa.

For i :=1tomdo

Fer j := 1 tomndo

If i <> j then
Writeln ('The sumof i and j is ', i + j);

{Cudntas veces aparece el jado Writeln en el j do cuando (a)m = 10,n=10;
®)m=20,n=20; () m=10,n=20; () m=20,n=10?

17. Para el siguiente programa en BASIC, ;cuintas veces se ejecuta la proposicién PRINT de la

linea 40?7
10 X=10
20 FOR I=1T0 7
FORJ=1T0 I+3
IF ((X>8) OR (I>5 AND J<10)) THEN PRINT X
J

X=X-1
NEXT I
END

838888
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18. Un segmento de un programa en Pascal contiene un ciclo Repeat-Until estructurado de la
forma siguiente:

Repeat

: Until {{x <> 0) and (y>0)) or {not ((¥v>0) and (t=3)));

En el caso de cada una de las sigui i jones para las variables x, y, w y 7, determine si
termina o no &l ciclo.
, a) x=7,y=2,w=5,t=3 b x=0,y=2,w=-3,1=3
' ¢ x=0,y=—-1,w=1¢=3 d) x=1,y=-1,w=1,1=3

19. Después de hornear un pastel para sus dos sobrinas y dos sobrinos que vienen a visitarla, la tia
Natalia deja ¢l pastel en la mesa de la cocina para que se enfrie. Luego, ella va al centro
comercial para cerrar su tienda durante ¢l resto del dia. Al regresar, descubre que alguien se ha
comido una cuarta parte del pastel (e incluso tuvo el descaro de dejar su plato sucio junto al
resto del pastel), Puesto que nadie estuvo en su casa ese dia (excepto los cuatro visitantes), la
tfa Natalia se pregunta cudl de sus sobrinos se comerfa esa parte del pastel. Los cuatro “sospe-
chosos” le dicen lo siguiente:

Carlos: Jimena se comi6 el trozo de pastel.

Delia: Yo no me lo comf.
Jimena: Tofio s lo comié.
Tofio: Jimena mintié cuando dijo que yo me habia comido el pastel.

Si sélo una de estas proposiciones es verdadera y sélo uno de ellos cometi6 el termble
crimen, ;jquién es el culpable al que la tia Natalia debe castigar severamente?

2.2
Equivalencia logica:
Las leyes de la logica

En todas las dreas de las matematicas, necesitamos saber cudndo las entidades que estudia-
mos son iguales o esencialmente las mismas. Por ejemplo, en aritmética y #lgebra sabe-
mos que dos niimeros reales distintos de cero son iguales cuando tienen la misma magni-
tud y signo algebraico. Por lo tanto, para dos nimeros reales cualesquierax, y, distintos de
cero, lenemos que x =ysi |x| = |yl y xy> 0, y viceversa (es decir, si x = y, entonces
|x] = y| ¥ xy > 0). Cuando analizamos tridngulos en geometria, surge el concepto de
congruencia. En este caso, el tridngulo ABC y el trisngulo DEF son congruentes si, por
ejemplo, sus lados correspondientes son iguales (es decir, la longitud del lado AB es igual
2 lalongitud del lado DE, 1a longitud del lado BC es igual a la del lado EF, y la del lado CA
es igual ala del lado FD).

Nuestro estudio de la 16gica se conoce con frecuencia como digebra de proposiciones
(en oposicitn al 4lgebra de los nimeros reales). Aqui utilizaremos las tablas de verdad de
los enunciados, o proposiciones, para desarrollar una idea acerca de cudndo las dos entida-
des son esencial la misma. Co con un ejemplo.

Para las proposiciones primitivas p y g, la tabla 2.6 proporciona las tablas de verdad de las
proposiciones compuestas ~p V gy p — ¢- Aquf vemos que las tablas de verdad corres-
i de las dos proposici —p V gy p—> g son exactamente iguales.

P
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Tabla 2.6

ap A P—q

oo |u
RO o e
[=R=T
—O
O e

Esta situaci6n nos lleva a la idea siguiente.

Definicién 2.2

Dos proposiciones s,, 5; son Idgicamente equivalentes, y escribimos s, < s,, cuando la
proposicién s, es verdadera (tespectivamente, falsa) si y sélo sila proposicién s, es verda-
dera (respectivamente, falsa).

Observe que cuando s, < 5, las proposiciones s, y s; dan lugar a las mismas tablas de
verdad ya que s,, 5, tienen los mismos valores de verdad para todas las opciones de valores
de verdad de sus componentes primitivas.

Como resultado de este concepto, vemos que podemos expresar la conectiva para la
implicacién (de proposiciones primitivas) en términes de la negacién y la disyuncién; es
decir, (p = g) & —p V g. De la misma manera, el resultado de la tabla 2.7 indica que
(P> q) < (p = q) A (g — p); esto ayuda a validar el uso del término bicondicional. Si
usamos la equivalencialégica de la tabla 2.6, vemos que también podemos escribir peog e
(p V g) A (—g V p). Enconsecuencia, si asf lo queremos, podemos eliminar 1as conectivas
—> y ¢+ de las proposiciones compuestas.

Si examinamos la tabla 2.8, tenemos que la negacién y las conectivas A y V son todo
lo que necesitamos para reemplazar la conectiva o exclusiva,v. De hecho, podriamos
incluso eliminar una de las conectivas A y V. Sin embargo, para las aplicaciones relaciona-
das con este tema y que queremos estudiar més adelante en este texto, necesitaremos tanto
A ¥ V como la negacién.

Tabla 2.7
Pla|p>a | a—p | (P @g—p) | porg
00 1 1 1 1
0|1 1 0 0 0
110 0 1 0 0
111 1 1 1 1
Tabla 2.8
plalr¥agl pve|pAg | 2(pAQ | (v (pAg)
[ ] 0 0 0 1 0
01 1 1 0 1 1
110 1 1 0 1 1
111) 0 1 1 0 0
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Ahora usaremos la idea de equivalencia 16gica para examinar algunas de las propieda-
des importantes que se cumplen en el dlgebra de las proposiciones.

Para cualquier par de ndmeros reales a, b, sabemos que —(a+b)=(-a) + (—b). (Existe
un resultado similar para las proposiciones primitivas p, 47

En la tabla 2.9 hemos construido las tablas de verdad para las proposiciones ~(p A g),
—p V =g, —(p V g)y —=p A g, donde p, g son proposiciones primitivas. Las columnas

Tabla 2.9
plalpna | A |op (g | pvoe |pve |TpVE) pAg
0|0 0 1 1 1 1 0 1 1
0j1| o0 1 1(0 1 1 0 0
110 0 1 0 1 1 1 0 0
1)1 1 0 0 0 0 1 0 0

4y 7muestranque ~(p Ay &> p V —g; 1as columnas 9 y 10 muestran que —(p V g) &
—p A —g. Estos resultados se conocen como las Leyes de De Morgan. Son similares a la
conocida propiedad correspondiente de los nimeros reales,

—(a+b)=(=a)+(-B),

ya comentada, que muestra que el negativo de una suma es igual a la suma de los negati-
vos. Sin embargo, aqui surge una diferencia crucial: la negacién de la conjuncidn de dos
proposiciones primitivas p, g produce la disyuncion de sus negaciones —p, 7, mientras
que la negacién de la disyuncidn de las mismas proposiciones p, g es l6gicamente equiva-
lente a la conjuncidn d¢ las negaciones —p, 7q.

Aungue en el ejemplo anterior p, g eran proposiciones primitivas, pronto veremos que
las leyes de De Morgan son vilidas para cualquier par de proposiciones.

En la aritmética de los niimeros reales, las operaciones de suma y multiplicacién estin
relacionadas por la llamada propiedad distributiva de la multiplicacién sobre la suma; si
4, b, ¢ son ndmeros reales,

ax(b+c)=(axb)+(axc).
El siguiente cjemplo muestra una propiedad similar para las proposiciones primitivas.

También existe otra ley relacionada con esto (para las proposiciones primitivas) que no.
tiene su contrapartida en la aritmética de los niimeros reales.

La tabla 2.10 contiene las tablas de verdad de las proposicionesp A (gV ), (pA @ V
PARPY@ADY({@EV @A (pV ) Delatablase sigue que para p. gy 1
proposiciones primitivas,
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pNgvne(pAqV(pAr)  Lapropiedad distributiva de A sobre V
pV(@AnNe(pvgA(pyvr)  Lapropiedad distributiva de V sobre A
Tabla 2.10

pNMgvn) | (pAQVRAD | pv@An | (vaiievn
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La segunda ley distributiva no tiene su contrapartida en Ia aritmética de los niimeros reales.
Es decir, no es cierto que para todos los niimeros realesa, b y c,a+ (b X &)= (a+8) X (a+0).
Por ejemplo, paraa=2,b=3y c=5,a+(b X ¢)= 17 pero (a+5b) X (a+c)=35.

Antes de proseguir, observemos que, en general, si 5,, 5, son proposiciones y 5, < 5. 5
una tautologfa, entoncess; y s deben tener los mismos valores de verdad correspondientes
(es decir, para cada asignacién de valores de verdad a las proposiciones primitivas en 5,
sy, 51 €s verdadera siy s6lo sis; es verdadera y s, es falsa siy s6losis; es falsa) y 5, < s5,.
Cuando s, y 5, son proposiciones 16gicamente equivalentes (es decir, 5; 4 5,), entonces la
Pproposicién compuesta 5, ¢ 5, ¢s una tautologfa. En este caso, también es cierto que
T8 4 TR Y TS, € 75, son tautologias.

Sisy, 52y 55 son proposiciones tales que s, € 5,y 5, <5 5;, entonces 5; < 5. Cuando dos
proposiciones 5, y §; no son Iogicamente equivalentes, podemos escribir s, & s para de-
signar esta situacién.

Con los conceptos de equivalencia 16gica, tautologia y contradiccién, enunciamos la
siguiente lista de propiedades del 4lgebra de proposiciones.

1 Observemos que, debido a las leyes fativas, no hay ambs, d en las proposici de la forma
PVgVropAgAr
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Ahora vamos a demostrar todas estas propiedades. Al hacerlo nos daremos cuenta de
que simplemente podriamos construir las tablas de verdad y comparar los resultados de los
valores de verdad correspondientes en cada caso, como lo hicimos en los ejemplos 2.8 y
2.9. Sin embargo, antes de comenzar a escribir, revisemos de nuevo esta lista de 19 leyes,

las cuales, excepto por la ley de la doble negacidn, se agrupan por pares.
Esta idea del apareamiento nos ayudaré después de analizar el siguiente concepto.

thicién 2.3
E.
|

Sea s una proposicién. Si s no contiene conectivas 16gicas distintas de A y V, entonces el
dualde:,quesedenomcumos‘,eslapmposiciénqueseobﬁenedcsa!wemplazarcada
ocurrenciade A y V con V e A, respectivamente, y cada ocurrencia de Ty y Focon Foy

To, respectivamente.

Si p es una proposici6n primitiva, entonces p es igual a p; es decir, el dual de una
proposicién primitiva es simpl la misma proposicion primitiva. Y (—p)‘ es igual a
—p. Las proposicionesp V —pyp A —p son duales una de otra cuando p es primitiva;
por lo tanto, también lo son las proposiciones p V Toy p A Fo. *

Dadas las proposiciones primitivas p, g, 7 Y la proposicién compuesta

s (pAgVEAT),

vemos que el dual de s es
s (PN (v E)
(Observe que —q no cambia al pasar de s a 5*.)
Ahora estableceremos y utilizaremos un teorema sin demostrarlo. Sin embargo, en ¢l
capitulo 15 justificaremos el resultado que aparece aqui.

TEOREMA 2.1

(El principio de dualidad) Sean s y t proposiciones como las descritas en 1a definicién 2.3.
Sis 4> 1, entonces &b .

Como resultado, las propiedades 2 a 10 de nuestra lista pueden ser establecidas mediante
la demostraci6n de una de las propiedades de cada par y recurriendo luego a este principio.
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También vemos que es posible obtener muchas otras equivalencias 16gicas. Por ejem-
plo, si g, 7, s son proposiciones primitivas, los resultados de las columnas 5y 7 de la tabla
2.11 nos muestran que

A= geAs)Ve

oque[(r A s)—=g] <> ["(r A 5) V g] es unatautologia. Sin embargo, en vez de construir
cada vez mds tablas de verdad (y, por desgracia, cada vez mds grandes) serfa buena idea

Tabla 2.11
q r 5 ris (rAs)—=gq (rAs) (rAs)vVe
0 0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 0 1

recordar el ejemplo 2.7, en ¢l cual se establece que para g, p proposiciones primitivas, la
proposicién compuesta

(p—q)=(CrVa)
es una tautologia. Si reemplazamos cada ocurrencia de esta proposicién primitiva p por la
proposicién compuesta r A s, entonces obtendriamos 1a tautologfa anterior

[rAs)—gle[rAs) Vel
Lo que ha ocurrido aqui muestra la primera de las siguientes reglas de sustitucién:

1) Suponga que la proposicién compuesta P es una tautologfa. Si p es una proposicién
primitiva que aparece en P y reemplazamos cada ocurrencia de p por la mismapropo-
sicion g, entonces la proposicién compuesta resultante P, también es una tautologia.
Sea P una proposicién compuesta donde p es una proposicién arbitraria que apare-
ce en P, y sea g una proposicion tal que g <> p. Supongamos que en P reemplaza-
mos una o més ocurrencias de p por g. Entonces este reemplazo produce la propo-
sicién compuesta P;. En ese caso, Py ¢ P.

2]

-

Estas reglas se ilustran en los siguientes dos ejemplos.

a) De la primera de las leyes de De Morgan, sabemos que para cualesquiera proposi-
ciones primitivas p, ¢, la proposicién compuesta

P: a(pvg)e(-p/ag)
es una tautologfa. Cuando reemplazamos cada ocurrencia dep porr A s, se sigue, a
partir de la primera regla de sustitucién, que

P [ NSV gle[rAs) Agl
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también es una tautologia. Si extendemos un poco mis este resultado, podemos
reemplazar esta ocurrencia de g por t — u. L2 misma regla de sustitucién produce
ahora la tautologia

Py AlrAs) V(= w)]leREAs)Ai— u)],

y, por lo tanto, por las observaciones que aparecen un poco después del ejemplo
2.9, la equivalencia légica

S[(r As)V = w)e [ As) A= u)l.
b) lasegunda ley de dominacién indica que, para cualquier proposicin primitivap, la
proposicion compuesta
P (pA\FR)e R

es una tautologfa. Si reemplazamos p por la proposicién [(g V ) —= 5], entonces la
misma primera regla de sustitucién produce la nueva tautologia

P: ([(gvn—sINF) & Fo,
y por lo tanto la equivalencia 1dgica
[(gvn—=sINRe Fo.

Para las proposiciones primitivas p, g, vimos en la tiltima columna de la tabla 2.12
que la proposicién compuesta [p A (p = g)] = ¢ es una tautologia. En consecuen-
cia, si r, 5, 2, u son cualesquiera proposiciones arbitrarias, entonces, por la primera
regla de sustitucién obtenemos la nueva tautologia

(=) Alr—s)= (e v u) = v a)
cuando reemplazamos cada aparicién de ppor r — 5y cada aparicion de g por 1 V u.

C

<

Tabla 2.12
P |la]|pye [ pA(p—e) | N (p—9)]—g
[ 1 0 1
0|1 1 0 1
1|0 0 0 1
1)1 1 1 1

Como aplicacién de la segunda regla de sustitucién, sea P la proposicién compues-
“ta(p—g) — r.Como (p— g) < —p V g (como se muesira en elejemplo 2.7 y en
1a tabla 2.6), si P, denota la proposicién compuesta (—p V g)—r,entonces P &= P
(También tenemos que [(p — ¢) = 7] & [(—=p V g) — r] es una tautologia.)
b) Ahora sea Pla proposici6én compuesta (en realidad, ¢s una tautologia)p —{(p V g).
Como ~—p < p, la proposicién compuesta P;: p — (= 2p V g) se obtiene de P al
reemplazar iini la segunda aparicién (perono la primera)de p por = ~p- La
segunda regla de sustitucién todavia implica que P, <> P.[Observe que P = —p —
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(==p V g), obtenida al reemplazar ambas apariciones de p por =—p, también es
l6gicamente equivalente a P.]

Nuestro siguiente ¢jemplo demuestra cémo podemos utilizar la idea de la equivalencia
16gica junto con las leyes de la Jogica y las reglas de sustitucién.

Niegue y simplifique la proposicién compuesta (p V g) —>r.
Hemos organizado nuestra explicacién de la manera siguiente:

1) (pVq)—=r&—(pV gV rporlaprimera regla de sustitucion, yaque (s — 1) <>
(—s V 1) es una tautologia para las proposiciones primitivas s, #].

2) Alnegarlas proposiciones del paso 1, tenemos —~[(p V g) = 7l —[~(p V q) V r].

3) Apartirde la primera ley de De Morgan y la primera regla de sustitucion, —=[—(p V q)

Viae-—-(pVgA-r

La ley de la doble negaci6n y la segunda regla de sustitucién nos producen —=—(p

VA-repVgh-r

4

=

Delos pasos 1 a4 obtenemos ~[(p V @) = rl= (p V) V —r

Cuando quisimos escribir la negacién de una implicacién, como en el ejemplo 2.12,
vimos que el concepto de equivalencia 16gica tuvo un papel central, junto con las leyes de
la 16gica y las reglas de sustitucién. Esta idea es tan importante que merece revisarse.

Sean p, g las proposiciones primitivas

p: Juan va al lago George.
g: Maria paga las compras de Juan.
y consideremos la implicacién

p—>g: Siluan vaal lago George, entonces Maria
pagard las compras de Juan.

Aqui queremos escribir la negaci6n de p — g de una forma distinta a —(p — g). Quere-
mos evitar escribir la negacién como “no es cierto que si Juan va al lago George, entonces
Maria pagar las compras de Juan”.

Para hacer esto, consideramos lo siguiente. Como p — g <= —p V g, se sigue que
=(p—=q) = ~(~p V g). Entonces, por la ley de De Morgan, tenemos que ~(—p V g) <
—==p A =gy, a partir de la ley de la doble negacién y la segunda regla de sustitucién, se
sigue que = —p A —~g <> p A —q. Enconsecuencia,

A(p—=g)en(pva)epAag,
y podemos escribir la negacién de p — g en este caso como

=(p—gq): Juan vaal lago George, pero Marfa no
paga las compras de Juan.
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(Nota: La negacién de una proposicion st no i con la palabra si, porque
no es otra implicacidn.)

En la definicién 2.2, el dual s* de una proposici6n s sélo se definié para proposiciones con
negacion y las conectivas basicas V ¢ A. {C6mo s determina el dual de una proposicién
como s: p — g, donde p, g son primitivas?

Como (p—>g)<=>—p V g,57es I6gicamente equivalente alaproposicién (—p V g¥, que
esiguala —=p A g.

La implicacién p — g y ciertas proposiciones relacionadas con ella se analizan en el
siguiente ejemplo.

La tabla 2.13 da los valores de verdad para las proposiciones p = ¢. 7¢ = ~p. 4 2 P ¥
—p — —g. La tercera y cuaria columnas de la tabla revelan que

(p— )& (g—>p)
Tabla 2.13
plalp—oa|-a=p [4—p | P>e
olo| 1 1 1 1
o1 1 1 0 0
1/o0| 0 0 1 1
1{1] 1 1 1 1

La proposicién —g — 7P e conoce como la contrapositiva de la implicacion p — g. Las
columnas 5 y 6 de la tabla muestran que
(g—>p)&(-p—=>7q)
Ia proposicién g — p se denomina la reciproca de p — g; —p — g Se conoce coma la
inversa de p — g. A partir de la tabla 2.13 también podemos ver que
(p—=b@—=p ¥y CpoPha—p)
En consecuencia, debemos conservar en orden la implicacién y su reciproca. El hecho de
que cierta implicacién p — g sea verdadera (en particular, como en lafila2 de la tabla) no
exige que la reciprocag — p también sea verdadera. Sin embargo, si necesita la verdad de
1a contrapositiva —g — —p-
Consideremos el caso especifico donde p, g representan las proposiciones
p: Hoy es el dia de accién de gracias.
g: Maiiana es viernes.

Entonces obtenemos

* (La implicacién: p — g). Si hoy es el dia de accién de gracias, entonces mafiana es
viernes. (VERDADERA)
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* (La contrapositiva: —g — —p). Simafiana no es viernes, entonces hoy no es el dia de
accién de gracias. (También es VERDADERA)

® (La reciproca: ¢ — p). Si mafiana es viernes, entonces hoy es el dia de accién de
gracias.

* (Lainversa: —p — —g). Si hoy no es el dia de accion de gracias, entonces mafiana no
€8 viernes.

Hay que tener cuidado con la reciproca y la inversa. Consideremos cualquier jueves del
mes de mayo. En cada uno de estos dias, 1a proposicién p es falsa pero la proposicién g es
verdadera y cada una de las proposiciones g = p y —p — —g¢ es falsa. Ahora considere-
mos cualquier jueves. Para cada uno de estos difas, ambas proposiciones p, g son falsas,
pero las proposiciones g = p y —p — —g son verdaderas.

El siguiente ejemplo muestra que las proposiciones l6gicamente equivalentes pueden
conducir a situaciones diferentes en una aplicacién a las ciencias de la computacién.

La tabla 2.14 revela que las proposiciones compuestas (p A g) = ry p — (g — r) son
l6gicamente equivalentes.

Tabla 2.14
plaglr|png| (pAg—r | g—r | p—g—n)
0({0]0 0 T 1 1
0|01 0 1 1 1
0|10 0 1 0 1
011 0 1 1 1
1{ojo]| 0 1 1 1
1(0(1 0 1 1 1
1|1(0 1 0 0 0
1)11(1 1 1 1 1

En los segmentos de programa en Pascal que se muestran en la figura 2.1, x, y, ze i son
variables enteras. La parte (a) de la figura utiliza una estructura de decisién comparable a
una proposicién de la forma (» A g)— r. Eneste caso, al igual que en la parte (b), tenemos

que p: x>0, g: y > 0, que s¢ convierten en proposici cuando las variables x, y toman
los valores 4 —i (parax) y 4+ 3 *i(paray). {Tenga cuidado! la letra r denota el enunciado
Writeln, un J ble” que no es real un enunciade en el sentido usual

de una frase declamnva, que puede ser calificada como verdadera o falsa.

En el segmento que aparece en la parte (2), el nimero total de comparaciones, (x>0} y
(y>0), que se realizan durante la ejecuci6n del programa, es 10 (para x > 0) + 10 (para y
> 0) = 20. El segmento que aparece en la parte (b), por otro lado, utiliza una forma de
enunciado comparable a las implicaciones anidadas p —» (g — 7). En este caso, la compa-
racién (y > 0) no se ejecuta a menos que se ejecute la comparacién (x> 0) y sea verdadera.
En consecuencia, el niimero total de comparaciones es ahora de 10 (para x > 0) + 3 (para
¥>0, cuando i toma los valores 1, 2, 3) = 13. Por lo tanto, ¢n términos del niimero total de
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comparaciones hechas en cada uno de estos dos casos, ¢l segmento de programa que aparece
en la parte (b) es més eficiente que ¢l segmento de programa que aparece en la parte (a).

z 1= 4;
For i := 1 to 10 do
Begin
X z - i;
y z+ 3+%i;
If ((x > 0) and (y > 0)) then
Writeln ('El valor de la suma x + y es ', X + ¥)

End;

Writeln ("El valor de la suma x + y es ', x + ¥)

(®)
Figura 2.1

‘Veremos ahora algunos ejemplos de simplificacion de proposiciones compuestas, asi como
una aplicacién relacionada con esto para simplificar redes de conmutacién. En este caso.
para simplificar la exposicién, enumeraremos las principales leyes de la 16gica que se hayan
utilizado, pero no mencio la aplicacién de dos reglas de sustitucién.

Para las proposiciones primitivas p, g, jexiste una forma ms sencilla de expresar la pro-
posicién compuesta(p V g) A ~(—p A g)?; esdecir, (podemos encontrar una proposicion
més sencilla que sea 16gicamente equivalente a la dada?

Aqui vemos que

(pv @) (pAg) Razones
(v NP vag) Ley de De Morgan
s(pvoNipvg) Ley de la doble negacién
<pV(gNg) Ley distributiva de V sobre A
&pvh Ley de lainversa
=p Ley del neutro

En consecuencia, tenemos que

(pva)A(pAhg)ep,
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de modo que podemos expresar la proposicién compuesta dada mediante la proposicién
légicamente equivalente, més sencilla, p.

Consideremos la proposicién compuesta
Rl [0 AVETAYARVART IR

donde p, g, r son proposiciones primitivas. Esta proposicién contiene cuatro apariciones
de proposiciones primitivas, tres simbolos de negaci6n y tres conectivas.
De las leyes de la I6gica se sigue que

-blpv @) Arlvog] Razones
&l(pvg)Arliang Ley de De Morgan
<lpvaINrlng Ley de la doble negacién
SpvaNrig) Ley asociativa de A
e(pva)Nighrn) Ley conmutativa de A
<lpvaNglAr Ley asociativa de A
egir Leyes de absorcién (al igual que

las leyes conmutativas de A y V)

En consecuencia, la proposicién original
a[lp v @) Arlvg]
es logicamente equivalente a la proposicién mucho més sencilla
g/\r,

donde sélo tenemos dos proposiciones primitivas, ningtin simbolo de negacién y sélo una
conectiva.
Observe ademds que, a partir del ejemplo 2.7, tenemos

Sll(p v @) Arl=mglen-(p v ) Arlvgl.
de modo que

—{pvg)A\rl—=glegAr.

Cerramos esta secci6n con una aplicacién de la forma en que las ideas de los ejemplos
2.17 a 2.18 pueden utilizarse para simplificar las redes de conmutacién.

Una red de conmutaci6n estd formada por cables e interruptores que conectan dos termi-
nales T,y T>. En dicha red, cualquiera de los interruptores puede estar abierto (0}, de modo
que no pase corriente por él, o cerrado (1), de modo que la corriente pueda pasar por él.~
En la figura 2.2 tenemos, en la parte (a), una red con un interruptor. Cada una de las
partes (b) y (c) contiene dos interruptores independientes entre si.
Paralared de la parte (b), la corriente fluye de T} a T si cualquiera de los interruptores
p. g estd cerrado. Llamamos a esto una red en paralele y la representamos comop V g.La
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P
——p— —p—qg—=e
T Tz T IF T T
q
(o)

Figura 2.2

red de la parte (c) necesita que cada uno de los interruptores p, g estén cerrados para que la
corriente fluya de T, a T;. En este caso, los interruptores estdn en serie y esta red se repre-
senta comop A q.

Los interruptores de la red no tienen que ser independientes entre si. Consideremos la
red de la figura 2.3(a). En este caso, los interruptores ¢ y —# no son independientes. Hemos
acoplado los dos interruptores de modo que £ esté abierto (cerrado) si y sélo si —restd
cerrado (abierto) en forma simultdnea. Lo mismo ocurre con los interruptores que estin en

4, —q. (Tampoco, pm'cjemplo, los tres interruptores p no son independientes.)

Estared 1a proposici diente(p VgV AA(PVIV o) A

(pV =tV r).Por medio de las !ey&z de la I6gica s:mph.ﬁcarcmos esta proposicion, que
representa la red, de la manera siguiente:
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P P P
q t ~t
T Tz T
r -q r r
(@ )
Figura 2.3
Porlotanto,(p VgV A A(pVIV @ A(pV -tV N&pV([rA(zV g ylaredque

se muestra en la figura 2.3 (b) es equivalente a la red original, en el sentido de que la
corriente fluye de T, a T; en la red (a) exactamente cuando hace lo mismo en la red (b).
Pero en (b), la red sélo tiene cuatro interruptores, cinco menos que en la red (a).

CICIOS 2.2

1.

N

Sean p, g, r proposiciones primitivas.
a) Use las tablas de verdad para verificar las siguientes equivalencias l6gicas.
i) p=(g/Ane(p=g/Np—1)
i) [(pvg—rdelp—=nAlg—=nl
i) [p—(gvnlebr=(p—g)]l
b) Use las reglas de sustitucién para verque [p = (g V Nl < [(p A ~g) =1l

. Verifique la primera ley de absorcién mediante una tabla de verdad.
. Use las reglas de sustitucién para verificar que cada una de las siguientes proposiciones es una

tautologfa. (En este caso p, g y r son proposiciones primitivas.)

8) [pvgNAnlvalev(gAn]

b [(pvg—=rdebr=-(rvel

o pve—AvisAn=lirva-=viiipve—avi

Para las proposiciones primitivas p, g, r y s, simplifique la proposicién compuesta

(e AQAAV(p AN ATV gl

. Refute y exprese cada una de las siguientes proposiciones en espanol.

a) Karina tendré una buena educacién si pone sus estudios antes que su interés en ser estrella
de cine.

b) Norma estd haciendo su tarea de matemdticas y Claudia estd practicando sus lecciones de
piano.

¢) Si Lorenzo se va de vacaciones, entonces €l se divertiré si no le preocupa viajar en avién.

d) Si Homero aprueba su curso de Pascal y termina su proyecto de estructura de datos, se
graduari al final del semestre.
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6. Refute lo sigui y simpli la prop 1
a) pAgvnN(opvagvn b) (pAg)—r
o p—>(ghn) d pvgv(np/Aghr)

7. a) Sip, qson proposiciones primitivas, demueste que (~p VP A(pA(p A= (p A g).
b) Escriba el dual de la equivalencia l6gica de la parte (a).

8. Escribacl dualde (@) g 2 p. ) p—= (@ A7 ([ pegy(dp ¥ g dondep, gy rson
proposiciones primitivas.

9. Escriba larecip lainversayla apositiva de cada una de las siguientes implicaciones.
Para cada implicacién, determine su valor de verdad, asf como el valor de verdad de la recipro-
ca, 1a inversa y la contrapositiva comrespondientes.

a) Si hoy es el dfa del trabajo, entonces mafiana es martes.
b) Si—1<3y3+7=10, entonces (%) =-1.
¢) Si Paco vive en Nueva Inglaterra, entonces Paco vive en Vermont.
10. Determine si lo siguiente es verdadero o falso. Aqui, p, g y r son proposiciones arbitrarias.
a) Una forma equivalente para expresar la reciproca de “p es suficiente parag” es “p es nece-
sariapara g’
b) Una forma equivalente para expresar la inversa de “p es necesaria para g” es “—g es sufi-
ciente para —p”. y
¢) Una forma equivalente para expresar la contrapositiva de “p es necesaria parag” es “—~qes
necesaria para—p”.
d) Una forma equivalente para expresar la reciprocadep — (g — ryes (—g V r) = p.
11. Seanp, gy rproposiciones primitivas. Encuentre una forma de la contrapositivade p — (g — 7}
con (a) s610 una aparicién de la conectiva —; (b) sin que aparezca la conectiva —.
12. Escriba la recip lainversa,la apositiva y la i6n de la sigui proposicién: “Si
Sandra termina su trabajo, entonces ird al juego de baloncesto, a menos que nieve”.
13. Considere los dos segmentos de programa en Pascal de la figura 2.1 (ejemplo 2.16). Determine
el nimero total de das en cada seg si, en vez de asignarle el valor
4, z toma el valor (a) 2 (b) 6; (c)9 (d) 10; (e) 15; () n, un entero mayor que 10.
14. Muestre que para p, g proposiciones primitivas,
pYge(pA-q)v P Agle(peq).
15. Verifique que [(p = @) A (gD Arep e (p—=g Alg—1) A (r—p)l paalas
proposiciones primitivas g, g y -
16. Para las proposiciones primitivas p, .
a) verifique que p — [g — (p A g)] es una tautologfa.
b) verifique que (p V g) — [g — g] es una tautologfa, usando el resultado de la parte (a), las
reglas de sustituci6n y las leyes de la légica.
©) ;es(p V g)—=[g— (p A g)] una tautologia?
17. Definala conectiva “Nand” 0 “no...y..." como{p T¢) <> —~(p A g). para las proposiciones
p. 4. Rep lo sigui utilizando esta conectiva.
a) p b) pvyq o phg
d p—>gq €) peyg
18. La conectiva “Nor” 0 “No. .. 0. . .” se define para las proposiciones p, g como (p | q) &

=(p V g). Represente las proposiciones de las partes (a) a (e) del ejercicio 17, utilizando
solamente esta conectiva.
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19. Para las proposiciones p, g, demuestre que

a) 1(p |l 9e(p g B ~(p t 9= (7P i 19)

20. Dé las razones para cada paso de las si implificaci de

3 [(pvaNMevDlve
=lpvighalve
<(pvR)Ve

«pve
~(pve)vICrAgve]
aa(pva)viavipAgl
e(pva)vibgvp)Agve)l
@a(pvaVvIibgv-pAT]
< (pva)VEgyp)
@(pva) V(g Ap)
“al(pva)N@Ap)]
sal(gAPA (P V)]
enalgAlpA eVl
«(g\p)

o (P APgArVg)]
@ (p—q)N\ g
©Cpva)ig
®gMNECpVYe)
(gNAp)VEaNg)

e (gh-p)vFo

g Nop

«(gvp)

21, Como en el ejercicio 20, escriba los pasos y las razones para establecer las siguientes equiva-
lencias l6gicas.
a) pvipA(pVler
b) pvavpA-gAnNepvavr
o [Cpv-g)—>(pNgAnlepig
@ pAlEg— ANVl V(E AV AP
22. Simplifique cada una de las redes que aparecen en la figura 2.4.

compuestas.

Razones

)

=

-r

(@ gl

(b)

P q P— p—r—t
-9
p— q—
n ;. T T T
t -9 p—g—-r— t

Figura 2.4
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2.3
Implicacién logica:
Reglas de inferencia

Al final de 1a seccién 2.1, mencionamos el concepto de argumento vélido. Ahora comen-
[ zaremos un estudio formal de lo que para nosotros significa un argumento y de cuidndo tal
9 argumento es valido. Esto, a su vez, nos ayudard cuando analicemos la demostracién de
: teoremas en ¢l resto del texto.

Comenzaremos primero por considerar la forma general de un argumento que quera-
mos demostrar que es vélido. Consideremos entonces la implicacin

(AP ApsN---I\p)—>q.

Aqui, 7 es un entero positivo, las proposiciones pi, Pz Ps» - - - -P- S€ denominan premisas
del argumento y la proposicion g es la conclusidn del argumento.

El argumento anterior es vdlido si cada vez que las premisas py, pa, Ps, - - - . Pa €N

dad entonces la conclusién g también lo es. [Observe que si alguna de las premisas

P1s P2 P, - - - » Pa €5 Talsa, entonces la hipétesis p, A px A ps A - -~ A p,esfalsayla
implicacién (p, A p» A ps A -+ A p,) — gautométicamente es verdadera, sin importar ¢l
valor de verdad de g.] En consecuencia, una via para establecer la validez de un argumento
dado es demostrar que la proposicién (py Ap: Aps A+ -+ Ap)—>gesuna tautologia.

Los siguientes ejemplos ilustran este particular método para establecer la validez deun
argumento.

Sean p, g, r las proposiciones primitivas dadas como:

p:  Rogelio estudia.

g: Rogelio juega tenis.

r: Rogelio aprueba matemticas discretas.
Ahora bien, sean p,, p;, p; las premisas

i SiRogelio estudia, entonces aprobard matemdticas discretas.
p: SiRogelio no juega tenis, entonces estudiara.
ps: Rogelio reprobd mateméticas discretas.

Queremos determinar si el argumento
(AP Aps)—4q
¢s vélido. Para para lograrlo, escribimos py, p,, ps como
P pr Pz Dg—>p ps r
y examinamos 1a tabla de verdad de la implicacién
[(p—>NN\(g—=p)Nrl—g

que aparece en la tabla 2.15. Como la columna final de la tabla 2.15 contiene tnicamente
unos, la implicacién es una tautologia. Por lo tanto, podemos decir que (p; A ps A p)—=q
es un argumento vilido.
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Tabla 2.15
P .3 Ps (B /\p\ps)— g
Plag|r |por| g=p | ar | (p=nACg—opArl—g
ojoj|o0 1 0 1 1
0|01 1 0 0 1
0|10 1 1 1 1
0|11 1 1 0 1
1{0]|0 0 1 1 1
101 1 1 0 1
1]11/0 0 1 1 1
1111 1 1 0 1

Consideremos la tabla de verdad de la tabla 2.16. El resultado de la dltima columna de esta
tabla muestra que para cualesquiera proposiciones primitivas p, 7 y s, la impficacién

[pA(p AN =8)]=(r—s)

es una tautologia. En consecuencia, para las premisas

p: p pzx (pAr)—s

y laconclusiéng: (r — 5), sabemos que (p; A p;) — g es un argumento vilido; podemos decir
que la verdad de la conclusién g se deduce o infiere de la verdad de las premisas p,, ps.

Tabla 2.16

12} P: q (mAp)—g
pr|s|pAr | (pAr—s | r—s | [pAU(pADN—5)]—(r—s)
ofofo]| o 1 1 1
0|01 0 1 1 1
oj1(0f 0 1 0 1
0|11 0 1 1 1
1({0|0| O 1 1 1
1({0|1| 0O 1 1 1
1(1]0 1 0 0 1
1111 1 1 1 1

La idea presentada en los dos ¢jemplos anteriores lleva a la siguiente definicién.

Definicion 2.4 Sip, g son proposiciones arbitrarias tal que p — g es una tautologia, entonces decimos que
P implica ldgicamente g y escribimos p = g para denotar esta situacién.
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Cuando p, g son proposiciones arbitrarias y p = ¢, la implicaci6n p — g es una tauto-
logfa y decimos que p — g es una implicacién légica. Observe que podemos evitar la idea
de tautologia diciendo que p =» g (es decir, que p implica l6gicamente g) si g &s verdadera
cuando p es verdadera.

En el ejemplo 2.6 vimos que para las proposiciones primitivas p, g, la implicaciénp —
(p V g) es una tautologfa. En este caso, podemos decir que p implica logicamente p V g, y
escribirp = (p V g). Ademés, por la primera regla de sustitucin, tambi¢n tenemos que p
= (p V g) para proposiciones arbitrarias p, g (es decir, p — (p V g) es unatautologia para
cualquier par de proposici p. g, sin importar si son primitivas o no).

Sean p, q proposiciones arbitrarias.

1) Sip < g, entonces la proposicién p ¢+ g es una tautologfa, por lo que las proposicio-
nes p, g tienen los mismos valores de verdad (correspondi ). En estas condici

las proposiciones p — g, ¢ — p son tautologias y tenemos que p= gy g = p-
A la inversa, supongamos que p = g ¥ ¢ = p. La implicacidn l6gica p — g indica
que nunca tendremos una proposicion p con el valor de verdad 1 y una proposicion
g con el valor de verdad 0. Pero ;podremos tener g con el valor de verdad 1y p con
¢l valor de verdad 0? Si esto ocurre, no podremos tener la implicacién 16gicag — p.
Por lo tanto, cuando p => ¢y g = p, las proposiciones p, g tienen los mismos
valores de verdad (correspondientes) y p < g.

2

-

Finalmente, usamos la notacidn p = ¢ para indicar que p — g no es una tautologia; asf, la
implicacién dada (p — g) no es una implicacién I6gica.

Apartir los resultados del ejemplo 2.8 (Tabla 2.9) y 1a primera regla de sustitucién, sabe-
mos que para cualesquiera proposiciones p, g,

A(pNg)ep Vg

En consecuencia,
S(pAQ2Gpvag) y  Cevag>a(pig)

para cualesquiera proposiciones p, 4. Alternativamente, como ¢ada una de las implicaciones
a(pNg)—=Cpvag) y PV (pAg)

es una tautologia, podemos escribir también

[~(pAg)—=Cpvgleh ¥ [(~p V@)= (p A& T

Sigamos analizando las técnicas para establecer la validez de un argumento. Debemos
observar con cuidado ¢l tamafio de las tablas 2.15 y 2.16. Cada tabla tiene ocho filas. En la
tabla 2.15 pudimos expresar las tres premisas py, p2 ¥ Ps» ¥ la conclusién g, en términos de
las tres proposiciones primitivas p, g y r. Algo similar ocurre con el argumento analizado
en la tabla 2.16, donde tenfamos s6lo dos premisas. Pero si, por ejemplo, quisiéramos
tratar de establecer que

[(p= A=) NNV NAul—p

es una implicaci6n l6gica (0 que representa un argumento vélido), la tabla necesaria re-
querirfa 2° = 32 filas. Como el niimero de premisas crece y nuestras tablas de verdad llegan
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atener hasta 64, 128, 256, o mis filas, esta primera técnica para establecer la validez de un
argumento pierde rdpidamente su encanto.

Ademds, si observamos de nuevo la tabla 2.15, nos damos cuenta de que para estable-
cer que

[(p=nN(g—p)A-rl—gq

es un argumento vélido, necesitamos considerar sélo aquellas filas de la tabla donde cada
una de las tres premisas p — g, =g — p y —r tenga el valor de verdad 1. (Recuerde que si
la hipétesis, formada por la conjuncidn de todas las premisas, es falsa, entonces la
implicacién es verdadera, sin importar el valor de verdad de la conclusion.) Esto sucede
dnicamente en la tercera fila, por lo que en realidad no necesitamos gran parte de la tabla
2.15. (No siempre ocurre que una sola fila tenga todas las premisas verdaderas. Observe
que en la tabla 2.16 nos interesarian los resultados de las filas 5, 6 y 8.)

En consecuencia, lo que indican estas observaciones es que podriamos prescindir de
gran parte del esfuerzo de construccién de las tablas de verdad que aparecen en las tablas
2.15y 2.16. Y como no queremos hacer tablas atin més grandes, desarrollaremos una lista
de técnicas llamadas reglas de inferencia que nos ayudarén de la siguiente forma:

1) Eluso de estas técnicas nos permitird considerar tinicamente los casos en que todas
las premisas sean verdaderas. Por lo tanto, analizaremos la conclusién sélo para
aquellas filas de la tabla de verdad donde cada premisa tenga el valor verdadero 1,
sin construir dicha tabla de verdad.

Las reglas de inferencia son fundamentales en el desarrollo de una justificacién
paso por paso de cémo la conclusin g se sigue l6gicamente de las premisas p,, p..
Ps - - - » Ps en una implicacién de la forma

2

(1 AP AP/ Np)— g

Dicho desarrollo establecer la validez del argumento dado, pues mostrar4 la forma
de deducir la verdad de la conclusion a partir de la verdad de las premisas.

Cada regla de inferencia tiene su origen en una implicacion ldgica. En algunos casos. la
implicacidn I6gica se establece sin demostracién. (Sin embargo, se presentaran varias de-
mostraciones en la seccién de ejercicios.)

En el estudio de la I6gica surgen muchas reglas de inferencia. Nos concentraremos en
las que nos permiten justificar los argumentos que surgen en nuestro estudio de la légica.
Estas reglas también nos ayudaran m4s adelante, cuando estudiemos los métodos para la
demostracién de teoremas en ¢l resto del texto. La tabla 2.20 (de la pdgina 88) resume las
reglas que empezaremos a analizar.

Como primer ejemplo, consideremos la regla de inferencia llamada Modus Ponens. o re-
gla de separacion. (Modus Ponens viene del latin y puede traducirse como “el método de
afirmacién™.) En forma simbdlica, podemos expresar esta regla mediante la implicacién
légica

[pN(p—=l—>g
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que verificamos en la tabla 2.17, donde vemos que la cuarta fila es la Gnica donde ambas
premisas p y p — g (y la conclusién g) son verdaderas.

Tebla 2.17
P q P—q pA(p—q) [p/\(p—g)l—>aq
Q 0 1 0 1
0 1 1 ] 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Escribimos la regla en forma de tabla
p

P—q
. q
donde los tres puntos (.~.) representan las palabras “por lo tanto”, e indican que g es la
conclusién de las premisas p y p — g, las cuales aparecen por encima de la linea horizontal.
Esta regla surge cuando argumentamos que si (1) p es verdadera y (2) p — g es verda-
dera (o p = q), entonces la conclusién g también debe ser verdadera. (Después de todo, si
g fuera falsa y p fuera verdadera, entonces no podria ocurrir que p — g fuese verdadera.)

Los siguientes argumentos vilidos ilustran la aplicacién del Modus Ponens.
a) 1) Lidia gana diez millones de délares en la loteria.

2) SiLidia gana diez millones de délares en la loteria, entonces P
José renunciaré a su trabajo. p—q
3) Por lo tanto, José renunciard a su trabajo. ~q
b) 1) SiAlejandra se va de paseo a Paris, entonces tendra que
ganarse una beca. pP—q
2) Alejandra se va de paseo a Paris. P
3) Por lo tanto, Alejandra gand una beca. -.q

Antes de terminar el andlisis de nuestra primera regla de inferencia haremos una iltima
observaci6n. Los ejemplos (a) y (b) podrian indicar que el argumento vélido [p A (p — g)]
— ges apropiado s6lo para proposiciones primitivas p, g. Sin embargo, como [p A (p—¢)]—
g es una tautologia para las proposiciones primitivas p, g, la primera regla de sustitucién
implica que podemos reemplazar (todas las apariciones de) p o g con proposiciones com-
puestas, y la implicacién resultante serd también una tautologfa. En consecuencia, sir, s, t
¥ u son proposiciones, primitivas, entonces

rvs
(r\vs)—= (e
SoatA\u

es un argumento vélido, por Modus Ponens; también, [(r V ) A [(r V s) = (-t A u]] = (—¢
A u) es una tautologfa.
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Una situacién similar, en la que podemos aplicar la primera regla de sustitucidn, se
presemaré para cada una de las reglas de inferencia que estudiaremos. Sin embargo, no
remos esto tan explici con las demds reglas de inferencia.

Una segunda regla de inferencia esté dada por la implicacién légica
[(p= N g—=nl=(p—1)
donde p, ¢ y r son proposiciones. En forma tabular escribimos

P—q
g—r
~p=r

Estaregla, conocida como laley del silogismo, surge en muchos argumentos. Por ¢jemplo,
podemos usarla como sigue:

1) Siel entero 35,244 es divisible entre 396, entonces

¢l entero 35,244 es divisible entre 66 P—q
2) Siel entero 35,244 es divisible entre 66, entonces

el entero 35,244 es divisible entre 3. q—=r
3) Por lo tanto, si el entero 35,244 es divisible entre 396,

entonces el entero 35,244 es divisible entre 3. Lp—r

El siguiente ejemplo tiene un argumento un poco més largo que usa las reglas de
inferencia desarrolladas en los ejemplos 2.23 y 2.24. De hecho, veremos aqui que puede
haber mds de una forma de establecer la validez de un argumento.

Consideremos el siguiente argumento.

1) Rita estd horneando un pastel.

2) Si Rita estd horneando un pastel, entonces no esté practicando la flauta.

3) Si Rita no estd practicando la flauta, entonces su padre no pagard el seguro de su
automovil.

4) Por lo tanto, el padre de Rita no pagard el seguro de su automévil.

Si nos fijamos en las formas de las proposiciones del argumento anterior, pedemos
escribirlo de la siguiente manera:

P
* - =79
® “g—-r
e

‘Ya no necesitamos preccuparnos por lo que representen realmente las proposiciones. Nuestro
objetivo es usar las dos reglas de inferencia que hemos estudiado hasta ahora para deducir la
verdad de la proposicién —r a partir de la verdad de las tres premisas p,p — —gy =g — —r.
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Establecemos la validez del argumento como sigue:

Pasos Razones

1) p—>gq Premisa

2) ng—r Premisa

3) p—=r Esto se sigue de los pasos (1) y (2)
y de la ley del silogismo

4 p Premisa

5 oor Esto se sigue de los pasos (3) y
(4) y del Modus Ponens.

Antes de pasar a una tercera regla de inferencia, mostraremos que el argumento presen-
tado como (*) puede justificarse de otra forma. En este caso, reduciremos nuestras “razo-
nes” a la forma que usaremos para el resto de 1a secci6n. Sin embargo, siempre enumera-
remos lo necesario para demostrar de dénde surge un argumento o ¢6mo cada paso se
sigue de pasos anteriores.

Una segunda forma de justificar el argumento es la siguiente.

Pasos Razones
1) p Premisa
2) p—gq Premisa
3 g Pasos (1) y (2) y Modus Ponens
4) —g—=-r Premisa
5 ~or Pasos (3) y (4) y Modus Ponens

La regla de inferencia llamada Modus Tollens estd dada por

P—4q
—
P

Esto se obtiene de la implicacién 16gica [p —= ) A —g] = —p. Modus Tollens viene del
latin y puede traducirse como “método de negacién”. Este nombre s debe 2 que negamos
la conclusién, g, para demostrar —p. (Observemos que también podemos obtener esta
regla mediante el Modus Ponens, usando el hecho de que p — g & —¢ = —p.)

El siguiente es un ejemplo del uso del Modus Tollens para hacer una inferencia vélida:

1) Si Concha es elegida presidenta de la asociacién femenina Phi

Delta, entonces Elena ingresard a esta asociacin. P—q
2) Elena no ingresé a la asociacién. p
3) Por lo tanto, Concha no fue elegida presidenta de la asociacién ]

femenina Phi Delta.
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Ahora usaremos el Modus Tollens para demostrar gue ¢l siguiente argumento es vélido
(para las proposiciones primitivas p, 7 s, £y u).

p—r
r—>3
t\/ s
at\/u
-u
T

Aqui utilizamos el Modus Tollens y la ley del silogismo, junto con la equivalencia

I6gica del ejemplo 2.7.
Pasos
1) p—rros
2) p-—»s
3 s
4 sVt
5 st
6) p—ot
hH tvu
8) t—u
9) p—ou
10) -w
1) -~ -p

Razones

Premisas

Paso (1) y la ley del silogismo

Premisa

Paso (3) ¥ la propiedad conmutativa de V
Paso (4) yel hechodeque -5 V is s =t
Pasos (2) y (5) ¥ la ley del silogismo
Premisa

Paso (7) yelhechodeque tV u=r—u
Pasos (6) y (8) y la ley del silogismo
Premisa

Pasos (9) y (10) y Modus Tollens

Antes de pasar a otra regla de inferencia, resumiremos lo que hemos realizado (y lo no
realizado). El argumento anterior muestra que

[(p= A GF—=s)A\Vs)A v r)Au]=>p.

No hemos usado las leyes de la I6gica, como en la seccién 2.2, para expresar la proposi-

cién

(=A== A VS)A N u) A

como una proposicién l6gicamente equivalente més sencilla. Observemos que
[(p= A=) AV 8) N (tvu) A-uldbnp.

pues cuando p toma el valor de verdad 0 y u tiene el valor de verdad 1, el valor de verdad de
—pes |, mientras que el de ~uy (p =3 A (r—=s) AV ) A(-tVu) A ~u es 0.

Analizaremos ahora una forma tabular de las reglas de inferencia Modus Ponens y
Modus Tollens.

Modus Ponens: p—>q

Modus Tollens: p—q
4

nop
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La razén por la que queremos hacer esto es que podrian surgir otras formas tabulares en
algiin momento, similares en apariencia pero que representan argumentos ro vdlidos, en
los que cada una de las premisas es verdadera pero la conclusion es falsa.

a) Consideremos cada uno de los argumentos siguientes:
1) SiMargaret Thatcher es presidenta de los Estados p—>q
Unidos, entonces ella tiene al menos 35 afios de edad.
2) Margaret Thatcher tiene al menos 35 afios de edad. q
3) Por lo tanto, Margaret Thatcher es presid de ~P
Estados Unidos.

Aqui vemos que [(p — @) A g] & proesuna tautologia. Ya que si consideramos
los valores de verdad p: 0y g: 1, entonces cada una de las premisas p —> gy g es
verdadera pero la conclusién p es falsa. Este argumento no vdlido surge de lafalacia
(error en ¢l razonamiento) de tratar de argumentar por la reciproca; es decir, aungue
[(p— q) A p] => g, no ocurre que [(p — ) A g1 = p-

b) Un segundo argumento en el que la conclusién no necesariamente se sigue de las

premisas podria ser el siguiente:

1) Si2+3=6,entonces2+4=6. p—g
2) 2+3=6. Aap
3) Porlotanto,2+4 # 6 o.g

En este caso, vemos que [(p — g) A —p] — —¢ no ¢s una tautologfa. De nuevo,

: los valores de verdad p: 0y g: 1 muestran que las premisasp — gy —p pueden ser

: ambas verdaderas pero que la conclusién —g es falsa. La falacia que subyace en

' este argumento no valido viene de nuestro intento de argumentar por la inversa, ya
que efectivamente [(p—+ g) A —g] = —p, pero de aquino se sigue que p=q) A
“pl= g

Antes de proseguir, mencionaremos una regla de inferencia sencilla pero importante.

La siguiente regla de inferencia surge de la observacion de que si p, g son proposiciones
verdaderas, entonces p A g es una proposicién verdadera.

Supogamos que las proposiciones p, gaparecen en el desarrollo de un argumento. Estas
proposiciones podrian ser premisas (dadas) o resultados que se pueden obtener de las
premisas o de los resultados desarrollados en una parte anterior del argumento. Entonces,
en estas circunstancias, es posible combinar las dos proposiciones en su conjunciénp A ¢
¥ usar esta nueva proposicién en pasos posteriores para continuar con ¢l argumento.

Esta es la regla de conjuncién, que escribimos en forma de tabla:

P
4 __
L. pAg

Prosigamos nuestro estudio de las reglas de inferencia examinando otra regla muy sen-
cilla pero importante.
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La siguiente regla de inferencia, que podria servir para ilustrar el sentido comiin, es la del
silogismo disyuntivo. Esta regla proviene de la implicacién l6gica

[(pva)A=pl—gq,

que podemos obtener mediante Modus Ponens, observando que p V g <> (—p = g).
Podemos escribirla en forma de tabla:

Pvy
Jp

q

Esta regla de inferencia se usa cuando hay que analizar exactamente dos posibilidades y
podemos descartar una de ellas si no es verdadera. Entonces la otra posibilidad es la que
tiene que ser verdadera. El siguiente caso muestra una aplicacién de esta regla:

1) La cartera de Beto esté en su bolsillo o en la mesa. PN g
2) Lacartera de Beto no est4 en su bolsillo =
3) Por lo tanto, la cartera de Beto estd en la mesa. v.q

Hasta el momento hemos analizado cinco reglas de inferencia. Antes de intentar justifi-
car més argumentos, como el del ejemplo 2.26 (con 11 pasos), analizaremos una regla
mis, la cual contiene un método de demostracién que se confunde algunas veces con el
método (de demostracién) por contrapositiva dado en el Modus Tollens. La confusién
surge debido a que ambos métodos implican la negacién de una proposicién. Sin embargo,
pronto veremos que son dos métodos distintos. (Al final de la seccidn 2.5 compararemos y
contrastaremos de nuevo ambos métodos.)

Seap una proposicién arbitraria y F, una contradiccién. Los resultados de la columna 5 de
la tabla 2.18 muestran que la implicacién (—p — F) — p es una tautologia, lo que propor-

Tabla 2.18
P -p Fy -p—F, (p—F)—p
1 0 0 1 1
0 1 0 0 1

ciona laregla de inferencia llamada regla de contradiccién. Podemos escribir esta regla en
forma de tabla:

p—= 5

-

P
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Esta regla indica que si p es una proposicién y —p — F, es verdadera, entonces —p debe
ser falsa, puesto que Fy es falsa. Asi, tenemos que p es verdadera.

La regla de contradiccién es la base de un método para establecer la validez de un
argumento: el método de demostracidn por contradiceion o reduccion al absurdo. La idea
que estd detréds de este método es demostrar una proposicitn (la conclusién de un argu-
mento) mostrando que, si esa proposicion fuera falsa, entonces llegarfamos a deducir una
consecuencia imposible. El uso de este método surge en ciertos argumentos que describi-
Temos a continuacién.

En general, cuando queremos establecer la validez del argumento

(0 2VAY YASERAY B b8
podemos establecer la validez del argumento l6gicamente equivalente
(1 A2\ - Ap.Ng)— Fy.

[Esto se sigue de la tautologia de la columna 7 de la tabla 2.19 y de la primera regla de

en la que reempl 1a proposici6n primitiva p por la proposicién (p, A p,

Ao Apdtl]
Tabla 2.19

p | a | F| pAg | 0NAg—=F | p=g | (@ el(pAng) 2 Fo)

ofo|oO 0 1 1 1

0f(11(0 1] 1 1 1

1101]0 1 0 0 1

1|10 0 1 i 1

Cuando aplicamos el método de demostracién por contradiccién, primero suponemos
que lo que intentamos justificar (o demostrar) es en realidad falso. Después usamos la
hipétesis como una premisa adicional para producir una contradiccién (o situacién impo-
sible) de la forma p A —p, para alguna proposicion p. Una vez que hemos obtenido esta
contradiccién podemos concluir que la proposicién dada era verdadera, lo cual justifica el
argumento (o termina la demostracién).

Usaremos €l método de demostracién por contradiccién cuando sea mds fécil (o parez-
ca serlo) usar —g junto con las premisas p, ps. - - . , P Dara deducir una contradiccién, que
deducir la conclusién ¢ directamente de las premisas py, ps, - - - , P Aplicaremos este
método de demosiracién en los ltimos ejemplos de esta secci6n, los ejemplos 2.33 y 2.36.
También lo veremos varias veces en otros capitulos del texto.

+ En la seccién 4.2 del capitulo 4 daremos la razén por la que sabemos que para cualesquiera proposicio-
nesp, pu Py G sesigueque(p Aps A Ap)A-gep Ap A Ap A g



Capitulo 2 Fundamentos de légica

Ahora que hemos analizado seis reglas de inferencia, haremos un resumen de éstas e
introduciremos otras en la tabla 2.20.

Tabla 2.20
Regla de inferencia Implicacién légica relacionada Nombre de la regla
Dp [pA(p—9)l—4 Regla de separacién
P—q E (Modus ponens)
g
2 p—gq [(p=q)Ng—=n]=(p—1) Ley del silogismo
9
Lp—r
3 p—g [(p—q)Agl—-p Modus Tollens:
g
P
4 p Regla de la conjuncién
q
pNg 3
5 pvye [(pv@)Npl—g Regla del silogismo
P disyuntivo
nq
6 p—F (p—F)=p Regla de
np contradiccién
7N pNg (pA\g)—p Regla de simplificacién
= conjuntiva
8 p P—pV4g Regla de amplificacién
SpNg disyuntiva
9 p/\g pApAlp—=(g—=n]—r Regla de demosiracién
E:’M condicional
Sr
10) p—r [(p—=nN\(g—=n]=LpVvg)—r] Regla de demostracién
[ por casos
( pva dd
1) p—>gq K= A(r=)A(pVr)l—=(gVs) Regla del
r—s dilema
pVT constructivo
Lgqvs
12) p—g (p=Ar—=s)NGCgvs)l—=(pyvr) Regladel
r—s dilema
ag\VTs destructivo
soopNor
Los siguientes cinco ejemplos pi vilidos. Estos ejemplos nos mues-

tran la forma de aplicar las reglas enumeradas en la tabla 2.20 junto con otros resultados,
como las leyes de la légica.
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Pasos

1) por
2) ar—p
3 p—q
4) “r—g
5) g—s

6) ~r—s

Pasos

1) por
2) g—>s
3) p—g
4 pve

5 rvs
6) - r—s

Nuestro primer ejemplo muestra la validez del argumento

P—br
) o)
q’—is
Lar—s
Razones
Premisa
Paso(l)yp—re —r—o-p
Premisa
Pasos (2) y (3) y la ley del silogismo
sa

Pasos (4) y (5) y la ley del silogismo

Una segunda forma de justificar el argumento es la siguiente.

Razones

Premisa

Premisa

Premisa

Paso 3)y(—p—=q) (- p V g) = (p V g), donde la
segunda equivalencia légica se sigue de la ley de la doble
negacién

Pasos (1), (2) y (4) y laregla del dilema constructivo
Paso (5) y (r V 5) < (m—r V 5) & (—=r = 5), donde
usamos la ley de la doble negacidn en la primera
equivalencia légica.

El siguiente ejemplo es un poco mas complejo.

F 1) p—gq
' 2) g—(r/s)
1 3) p—=(rAs)
4) pAt

Establezca la validez del argumento

p—q
q—(rN\g)
arv(evu)
pAt

Su

Razones

Premisa

Premisa

Pasos (1) y (2) y la ley del silogismo

Premisa

Paso (4) y laregla de la simplificacién conjuntiva
Pasos (5) v (3) v Modus Ponens
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hr Paso (6) y la regla de la simplificacién conjuntiva

8) —rv(htvu) Premisa

9) A(FrA)vu Paso (8), la propiedad asociativade V y las leyes de
De Morgan

10) ¢ Paso (4) y la ley de la simplificacidn conjuntiva

1) rAt Pasos (7) ¥ (10) y la regla de la conjuncién

12) - u Pasos (9) y (11) y la regla del silogismo
disyuntivo

Este ejemplo mostraré que el siguiente argumento es vélido.

Si la banda no pudiera tocar rock o las bebidas no llegasen a tiempo, en-
tonces la fiesta de Afio Nuevo tendria que cancelarse y Alicia se enojaria. Sila
fiesta se cancelara, habria que devolver el dinero. No se devolvié el dinero.

Por lo tanto, 1a banda pudo tocar rock.

Primero convertimos el argumento dado en una forma simbélica mediante la siguiente
asignacidn de proposiciones:

La banda pudo tocar rock.

Las bebidas s¢ entregaron a tiempo.
La fiesta de Afio Nuevo se canceld.
Alicia estaba encjada.

Hubo que devolver el dinero.

meoNew

El argumento anterior se escribe como

(pvg)=(rAs)
r—t
mts

L p

Ahora establezcamos la validez de este argumento como sigue:

Pasos Razones

1) r—t¢ Premisa

2) 1t Premisa

3 r Pasos (1), (2) y Modus Tollens

4) ar\/-s Paso (3) y la regla de la amplificacién disyuntiva
5 (rAs) Paso (4) y las leyes de De Morgan

6) (opv-g)—=(r/A\s) Premisa

7 ~(-p\vgq) Pasos (6), (5) y Modus Tollens

8 phg Paso (7), leyes de De Morgan y laley de la

doble negacion
9 ~p Paso (8) y la regla de Ia simplificacién conjuntiva
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En este caso usaremos €l método de demostracion por contradiccion. Consideremos el
argumento

wpeq
g—r
ar__
Lp

Para establecer la validez de este argumento, hemos supuesto la negacién —p de la
conclusién p como otra premisa. El objetivo ahora es usar las cuatro premisas para obtener
una coniradiccion Fy. He agui una forma de obtenerla.

Pasos Razones

1) —p<gq Premisa

2) (mp—=@Ng—=p) Paso(Dy(—pog=((-p = q) Alg——pl

3) -p—gq Paso (2) y la regla de la simplificacién
conjuntiva

4) g-—or Premisa

5) —p—r Pasos (3), (4) y 1a ley del silogismo

6) p Premisa (que hemos supuesto)

N r Pasos (5), (6) y Modus Ponens

8) -r Premisa

9) rA-r(eFR) Pasos (7), (8) y la regla de conjuncién

10) ~.p Pasos (6), (9) y el método de demostracién

por contradiccién
Si analizamos 1o que ocurrié en este caso, tenemos que
[(p <9 Ng—n/ arN-pl=> R

Esto requiere que el valor de verdad de [(—p <> g) A (g—=7) A —~r A —p] sea 0. Como
—p > g, g —» ry rson las premisas dadas, cada una de estas proposiciones tiene el valor
de verdad 1. En consecuencia, para que [(—mp <> q) A (g—= 1) A —r A —p]tengael valor
de verdad 0, la proposicién —p debe tener el valor de verdad 0. Por lo tanto, p tiene el
valor de verdad 1 y la conclusién p del argumento es verdadera.

| Antes de analizar nuestro siguiente ejemplo, itamos recordar el resultado del ejem-
plo 2.16: para las proposiciones primitivas arbitrarias p, g, r,

| [p—(g=relpNg)—7]

Medidnte la primera regla de sustitucién, reemplazaremos cada aparicidn de p por la pro-
posicién compuesta (p; A p A -+ - A p,). Luego obtenemos el nuevo resultado

(g1 A2+ Ap )= (g—= ISP AP Apa N g)T—T).

+ En la seccién 4.2 del capitulo 4 presentaremos una demostracién formal de por qué (p, A ps A -+ A
p)AgeEpAp A ApAg
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Este resultado indica que si queremos establecer la validez del argumento (*) podemos
hacerlo estableciendo la validez del argumento correspondiente (**).

) ™) m
P 2
P DPn
Lq=r q

T

Después de todo, si queremos mostrar que g — r tiene el valor de verdad 1, cuando p,, p».
- -+ P, también tienen valor 1y si el valor de verdad de g es 0, entonces no hay nada que
hacer, ya que el valor de verdad de g — res 1 en este caso. Entonces, el verdadero proble-
ma es mostrar que ¢ — r tiene el valor de verdad 1, cuando py, ps, - . . . p, ¥ ¢ también lo
tienen; es decir, necesitamos mostrar que cuando py, ps, . - ., P,, g tienen valor de verdad 1,
entonces el valor de verdad de res 1.
Demostraremos este principio ¢n el siguiente ejemplo.

Para establecer la validez del argumento

(@] u—sr
(rAs)=>(pv1)
g—=(u\s)

At
~q—p

consid el arg cor di

** u—r

A= (pv)

g—(u/\s)

-t

|

~p
[Observe que g es la hipétesis de la conclusién g — p para el argumento (*) y que se
convierte en otra premisa del argumento (**) donde la conclusién es p.]

Para justificar el ar (**) proced de la manera siguiente:
Pasos Razones

1) ¢ Premisa

2) g—(uNs) Premisa

3) ul\s Pasos (1), (2) y Modus Ponens

4 u Paso (3) y la regla de 1a simplificacion conjuntiva
5 u-—r Premisa

6 r Pasos (4), (5) y Modus Ponens

D s Paso (3) y la regla de la simplificacién conjuntiva
8) rAs Pasos (6), (7) y la regla de conjuncién

9) (rAs)—>(p\vity Premisa

10) pv¢ Pasos (8), (9) y Modus Ponens

11) -z Premisa

12) ~p Pasos (10), (11) y la regla del silogismo disyuntivo
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Ahora sab que para el arg > (¥*)

[(—= AL As)—= (p v DINIg— @ ANt Agl>p,
¥ para el argumento (*) se sigue que
[w—= AL As)= (p v DINg— @ AN (g—p).

Los ejemplos 2.30 a 2.34 nos dan una idea de la forma de establecer la validez de un argu-
mento. Después del ejemplo 2.26 analizaremos dos situaciones en las que un argumento no es
vélido: cuando i S ar diante la reciproca o la inversa. Ahora vamos a apren-
der algo mds acerca de la forma de determinar cuindo un argumento no es vélido.

Dado un argumento

i BB

P
g

decimos que el argumento no es vilido si puede ocurrir que cada una de las premisas p;, p»,
P - - - » Po S€a verdadera (con valor de verdad 1), y que la conclusidn g sea falsa (con valor
de verdad 0).

El siguiente ejemplo ilustra un método indirecto para mostrar que un argumento que
intuimos que no es vélido (tal vez porque no podemos encontrar la forma de demostrar
que es vélido) realmente no o es.

Consideremos las proposiciones primitivas p, g, r, s ¥ 1, y €l argumento

P

pPVa
qg—(r—s)
t—=r
Soas—t

Para mostrar que este argumento no es vélido, necesitamos una asignaci6n de valores de
verdad para cada una de las proposiciones p, g, ; 5y rde modo que la conclusién —s — —¢
sea falsa (que tenga el valor de verdad 0) mientras que las cuatro premisas sean verdaderas
(tengan el valor de verdad 1). El tnico caso en que la conclusién —s — —r es falsa se
presenta cuando —s es verdadera y —res falsa. Esto implica que el valor de verdad de s es
0y el valor de verdad de zes 1.

Como p es una de las premisas, su valor de verdad debe ser 1. Para que la premisap V
g tengael valor de verdad 1, g puede ser verdadera (1) o falsa (0). Consideremos la premisa
t— r; donde sabemos que ¢ es verdadera. Si r — r debe ser verdadera, entonces r debe ser
verdadera (tener el valor de verdad 1). Ahora bien, si r es verdadera (1) y s es falsa (0),
tenemos que 7 — s es falsa (0) y el valor de verdad de la premisa g — (r — 5) serd |
tnicamente cuando g sea falsa (0).
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Enc ia, con la asi i6n de los valores de verdad
pl g0 1 s 0 ©«l

las cuatro premisas
P pVg g—(r—s)  tor
tienen el valor de verdad 1, mientras que la conclusién
os—=t

tiene el valor de verdad 0. En este caso, hemos mostrado que el argumento dado no es
vélido.

Las asignaciones de valores de verdadp: 1,4: 0, r: 1,5: 0y #: 1 del ejemplo 2.35 muestran
un caso que desaprueba algo que podriamos haber considerado como un argumento vélido.
Debemos observar entonces que, para mostrar que una implicacién de la forma

(pi\p2Aps/N-- - Npr)—>q

representa un argumento vélido, necesitamos considerar fodos los casos en que las premisas
P1s Pas - - - » P S6an verdaderas. [Cada uno de esos casos es una asignacién de valores de
verdad para las proposiciones primitivas (que conforman las premisas) en que pi, Pz, Ps, - - ++ Pa
son verdaderas.] Para lograr esto (analizar todos los casos sin escribir las tablas de ver-
dad), hemos utilizado las reglas de inferencia junto con las leyes de la l6gica y otras equi-
valencias 16gicas. Para analizar todos los casos necesarios, no podemos recurrir a un solo
ejemplo (o caso) especifico como medio para establecer la validez del argumento (para
todos los casos posibles). Sin émbargo, cuando queremos mostrar que una implicacién (de
la forma anterior) no es una tautologia, todo lo que debemos hacer es encontrar un caso
para el que la implicacién sea falsa; es decir, un caso en el que todas las premisas sean
verdaderas pero que la conclusién sea falsa. Este caso proporciona un contraejemplo para
el argumento y muestra que no es vélido.

‘Veamos un segundo ejemplo en ¢l que utilizaremos el método indirecto del ejemplo 2.35.

¢Es vélido o no el siguiente argumento? (En este caso, p, g, ry s son proposiciones primitivas.)
pP—=q
q=>s
r—-s
apir
P

i Podria sef falsa la conclusién —p si las cuatro premisas fueran verdaderas? La conclusion
—p es falsa si p tiene el valor de verdad 1. Asi, para que la premisa p — g sea verdadera, el
valor de verdad de g debe ser 1. Como la premisa g — s también es verdadera, la verdad de
gimplica la verdad de s. En consecuencia, las proposicionesp, gy s tienen el valor de verdad
1. Si analizamos ahora la premisar — —s, lenemos que, COMO S tiene el valor de verdad 1, el
valor de verdad de rdebe ser 0. Por lo tanto, r es falsa. Pero si —p es falsa y la premisa =p v
res verdadera, también debemos tener r verdadera. Por lo tanto, tenemos que p = (—~r A r).
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No hemos podide encontrar un contraejemplo de la validez del argumento dado. Sin
embargo, esto nos ha mostrado que dicho argumento es vélido, y la validez se sigue de la
aplicacién del método de demostracién por contradiccion.

Esta introduccidn a las reglas de inferencia estd lejos de ser exhaustiva. Varios de los
libros citados en la bibliografia del final de este capitulo ofrecen material adicional para el
lector que desee profundizar en el estudio de este tema. En la seccién 2.5 aplicaremos las
ideas desarrolladas en esta secci6n a proposiciones de una naturaleza mas matemitica. ya
que queremos aprender a desarrollar la demostracién de un teorema. En el capitulo 4,
agregaremos otra importante técnica de demostracién, la induccidn matemdtica, 2 nuestro
arsenal para la demostracién de teoremas matemdticos. Sin embargo, primero el lector
deber4 resolver cuidadosamente los ejercicios de esta seccitn.

EJERCICIOS 2.3

1. Los sigui tres son vélidos. la validez de cada uno por medio de
una tabla de verdad. En cada caso, determine las filas de la tabla que son cruciales para evaluar
1a validez del argumento y las que pueden dejarse de lado.

8) [pA(p=ArI=(pVva)—T]
b) [(pAg)—=rIA-gA(p—=-r)l—=(-pVgq)
o [pv(gvnlNgl=(pvn

2. Use tablas de verdad para verificar que cada una de las siguientes proposiciones es una
implicacién 16gica:

a) (PN (g—>nl=>(—1)

b) [(p—=q)Agl=-p

o [(pvg)pl—g

@ [(p=nAg—nl=pve—1]

3. Verifique que cada una de las sigui proposici es una implicacién l6gica,
que es imposible que la conclusién tenga el valor de verdad O mientras la hipétesis tenga el
valor de verdad 1.

a) (pAg)—p

b) p—=(pVa)

o [(pvehpl—g

@ [(p— A=) (pvnl=(gVs)

& [(p=)AC—=)ACgvs)l=(mpVvr)

4. Para cada uno de los siguientes pares de proposiciones, use el Modus Ponens o el Modus

Tollens para completar la linea en blanco con un argumento vélido.

a) Si Juana tiene problemas para arrancar su automévil, entonces su hija Angela verificar las
bujias.
Juana tiene problemas para arrancar su automévil.

b) Si Braulio resolvié el primer probl entonces la resp que obtuvo es 137.
La respuesta de Braulio al primer problema no es 137.

©) Siéste es un ciclo repeat-until, entonces el cuerpo de este ciclo se gjecuta al menos una vez.

.. El cuerpo del ciclo se ejecuta al menos una vez.
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d) Si Tomés juega baloncesto después de mediodia, entonces no verd el televisor por la tarde.

.. Tomés no jugé baloncesto después de mediodia.

€) Si Marfa Luisa no rompe las fotos de Jorge, entonces tendrd que mostrarlas en el tablero de
avisos.
Maria Luisa no mostrd las fotos de Jorge en el tablero.

5. Considere cada uno de los siguientes argumentos. Si el argumento es vélido, identifique la
regla de inferencia que establece su validez. Si no, indique si el error se debe a un intento de
argumentacién por la reciproca o por la inversa.

a) Andrea puede programar en Pascal y puede programar en FORTRAN.
Por lo tanto, Andrea puede programar en Pascal.
b) Una condicién suficiente para que Berta gane el tomeo de golf es que su oponente Mima no
haga un birdie en el iiltimo hoyo.
Mima no hizo un birdie en el dltimo hoyo.
Berta gané el torneo de golf.
Por lo tanto Mirna, la oponente de Berta, no hizo un birdie en el dltimo hoyo.
¢} Siel programa de Ronaldo es correcto, entonces podré terminar su tarea de ciencias de la
computacién en menos de dos horas.
Ronaldo tarda méis de dos horas en terminar su tarea de ciencias de la computacién.
Por lo tanto, el programa de Ronaldo es incorrecto. J
d) Las Ilaves del auto de Elisa estén en su bolso o sobre la mesa de la cocina.
Las llaves del auto de Elisa no estén sobre la mesa de la cocina.
Por lo tanto, las llaves del auto de Elisa estdn en su bolso.
€) Si bajan los tipos de interés, entonces subirén las acciones de la bolsa.
Los tipos de interés no estdn bajando.
Por lo tanto, no subirin las acciones de la bolsa.
) Si Alejandro recibe un aguinaldo, entonces viajara al suroeste de Estados Unidos.
Si Alejandro viaja al suroeste de Estados Unidos, entonces visitard el Gran Cafién.
Por lo tanto, si Alejandro recibe un aguinaldo, entonces visitard el Gran Cafién.

6. Para las proposiciones primitivas p, g y r. sean P la proposicién

[pAp= )N\ VN AT—=g)l= (V1)
y P, la proposicién [p A (@ V )1 V =[p V(g V 1l
a) Use las reglas de inferencia para mostrarque g A r=gq V =«
b) (Es cierto que P = P,?
7. Justifique cada uno de los pasos necesarios para mostrar que el siguiente argumento es valido.

[pAgAnIv-lpvi(gAnl

Pasos Razones
np

2} p—>q

3 g

4 r——g

5 g—=-r

6) -r

D svr

8) s

9 syt
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8. Dé las razones para los pasos que verifican el siguiente argumento.

(pvg—r
r=(s\vi)
as A
U=t
P

Pasos Razones

1) sA-u

2) -u

3) —u—-t

4

5 s

6 At

7 r—=(svi)

8 ~(syn—or

9) (sA-)—or

10) -r

1) pva—r
12) ~r—>2(-pva)
13) “r—=>(pNgq)
14) pN-g

15 ~p

9. a) Dé las razones para los pasos que justifican el argumento
(p—=@ACrv)A (V=g

Pasos Razones
1) ~(ng—>s)
g NS

11) ~rAr
12) - ng—s

b) Realice una demostraci6n directa del resultado de la parte (a).
¢) Realice una i6n directa del resultado del ejemplo 2.33.
10. Establezca la validez de los siguientes argumentos.

a) [(pAgAr=I(p AVl
b) [pA(p—Ngvnl—=r

) p—q d) p—gq e p—(g—n)
-q r—-g g—=-p
ar T P

k —!ip\/r) Sop ST
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f) phg L ad Clady) h) pve
p—>(r/Ng) PVS -p\vr
r—(s\i1) t—=q Ar
s s q
S Somr=t
11. Muestre con un jemplo que ninguno de los sigui >s es vélido; es decir, dé

una asignacién de va]v;rﬁ de verdad a las proposiciones primitivas p, . r y s de modo que
todas las premisas sean verdaderas (tengan el valor de verdad 1) y que la conclusién sea falsa

(tenga el valor de verdad 0).
a) [(pAg)A[p—={(g—nll=7 b) [(pA@—=rINCgVvl-p
¢ peg 4 p
q—r p—r
/s p—(qvr)
as—q g\ s
R o)
12. Escriba cada uno de los sigui en forma simbdlica. Establ, después la
validez del odéun jemplo para mostrar que no es vélido.

a) Si Rosa Maria obtiene el puesto de supervisor y trabaja mucho, entonces obtendrd un au-
mento. Si obtiene el aumento, entonces comprara un auto nuevo. Ella no ha adquirido un
auto nuevo. Por lo tanto, Rosa Maria no ha obtenido el puesto de supervisor o no ha traba-
jado mucho.

b) Si Domingo va a la carrera de autos, entonces Elena se enojaré. Si Rafael juega cartas toda
1a noche, entonces Carmen se enojara. Si Elena o Carmen se enojan, le avisarin a Verdnica
(su abogado). Ver6nica no ha tenido noticias de estas dos clientes. En consecuencia, ni
Domingo fue a las carreras ni Rafael jugé cartas toda la noche.

¢) Si Norma va 2 su reuni6n del martes por la mafiana, entonces deberd levantarse muy tem-
prano ese dfa. Si va al concierto de rock el lunes por la noche, entonces llegard a su casa
después de las 11:00 p.x. Si Norma llega a su casa a esa hora y se levanta temprano al dia
siguiente, entonces tendrd que ir a trabajar después de dormir menos de siete horas. Por
desgracia, Norma no puede trabajar con menos de siete horas de descanso. Norma no debe-
ré ir al concierto de rock o deber4 faltar a su reunién del martes por la mafiana.

d) Si hay cierta probabilidad de lluvia o pierde su cinta roja para el cabello, entonces Loreta no
cortard el césped. Siempre que la temperatura est4 por arriba de los 80°F, no hay probabili-
dad de Iluvia. Hoy la temperatura es de 85°F y Loreta estd usando su cinta roja. Por lo tanto
(en algin momento del dia), Loreta cortaré el césped.

24
El uso de cuantificadores

En la seccién 2.1 mencionamos el hecho de que los enunciados que contienen una variable
como X no necesariamente son proposiciones. Por ejemplo, la frase “El nimerox +2 esun
entero par” no necesariamente es verdadera o falsa, a menos que conozcamos el valor que
sustituird a x. Si restringimos nuestra eleccion a los enteros, entonces, al reemplazar x por
-5, -1 0 3, por ejemplo, la proposicién resultante serd falsa. De hecho, es falsa siempre
que sustituyamos x con un entero impar. No obstante, cuando un entero par sustituye a x,
1a proposici6n resultante es verdadera.




2.4 El uso de cuantificadores EE]

Nos referiremos a la frase “El nimero x + 2 es un entero par” como una proposicicn
abierta, concepto que definimos formalmente como sigue.

Definicién 2.5 Una frase declarativa es una proposicidn abierta si

1) contiene una o més variables, y

2) no es una proposicién, pero

3) se convierte en una proposicién cuando las variables que aparecen en ella se reem-
plazan por ciertas opciones permisibles.

Cuando analizamos la frase “El ndmero x + 2 s un entero par” a la luz de esta defini-
¢ién, vemos que es una proposicién abierta que contiene una sola variable, x. Respecto al
tercer elemento de la definicién, en nuestro andlisis anterior restringimos las “ciertas op-
ciones permisibles” a los enteros. Estas opciones permisibles forman lo que se llama el
universo 0 universo de discurso para la proposicién abierta. El universo comprende las
opciones que queremos considerar o permitir para la variable o variables de la proposicién
abierta. (El universo es un ejemplo de un conjunte, concepto que analizaremos con detalle
en el siguiente capitulo.)

Al tratar las proposiciones abiertas, usaremos la siguiente notacién:

La proposicién abierta “El nédmero x + 2 es un entero par” se¢ denota con p(x) [0 g(x),
7(x), etcétera). Entonces —p(x) se podria leer como “El niimero x + 2 no es un entero par’.

Usaremos g(x, ¥) para representar una proposicidn abierta con dos variables. Por ejem-
plo, consideremos

g(x,y¥): Losmimerosy+2,x—yy x+ 2y son enteros pares.

En el caso de g(x, y), cada una de las variables x, y aparece més de una vez. Se sobreentien-
de que cuando reemplazamos una de las letras x por un elemento de nuestro universo,
reemplazamos la otrax con el mismo valor. De la misma forma, cuando se sustituye y (con
un valor de su universo), se hace la misma sustitucién para todas las apariciones de la
variabley.

Con p(x) ¥ g(x, ¥) como antes, y un universo en el que los enteros siguen siendo las
mismas opciones permisibles, obtenemos los siguientes resultados cuando hacemos algu-
nos reemplazos de las variables x,y.

p(5):  El niimero 7 (= 5 + 2) es un entero par. (FALSO)
=p(7): El mimero 9 no es un entero par. (VERDADERO)
g(4,2):  Los nimeros 4, 2 y 8 son enteros pares. (VERDADERO)

También observamos, por ejemplo, que g(5,2) ¥ 4(4.7) son proposiciones falsas, mientras
que —g(5,2) y —g(4,7) son verdaderas.

En consecuencia, vemos que para ambas expresiones p(x) y 4(x, ¥), segtn los valores
dados, algunas sustituciones producen proposiciones verdaderas y otras producen propo-
siciones falsas. Po lo tanto, podemos construir las siguientes proposiciones verdaderas.
1) Para algin x, p(x).
2) Paraalgunos x, y, g(x, ¥).
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Observe que en este caso, las proposiciones “Para algin x, —p(x)” y “Para algunos x, 3,
—g(x, y)” también son verdaderas. [Puesto que las proposiciones “Para algdn x, p(x)” y
“Para algiin x, ~p(x)” también son verdaderas, vemos que la segunda proposicién no es la
negacitn de la primera, aunque la proposicién abierta —p(x) es la negacién de la proposi-
ci6n abierta p(x). Un resultado similar es verdadero para las proposiciones que implican
q(x, ¥) ¥y 7q(x, ¥).]

Las frases “Para algiinx” y “Para algunos x, ¥ cuantifican las proposiciones abiertas
p(x) ¥ glx, y), respectivamente. Muchos postulados, definiciones y teoremas de mate-
miticas implican proposiciones que son proposiciones abiertas cuantificadas. Esto sur-
ge de dos tipos de cuantificadores, el cuantificador existencial y el cuantificador uni-
versal.

La proposici6n (1) utiliza el cuantificador existencial “Para algin x”, que también se
puede expresar como “Para al menos un x” o “Existe un x tal que”. En forma simbdlica,
este cuantificador se representa como 3x. Por lo tanto, la proposicién “Para algin x, p(x)”
se expresa, en forma simbélica, como Jx p(x).

En forma simbélica, la proposicién (2) se escribe asi: 3x 3y g(x, ¥). Podemos usar la
notacién Jx, y para abreviar 3x Jy g(x, ¥) de mdo que quede como Ixy q(x, y).

El cuantificador universal se denota con Vx y se lee como “Para todo x”, “Para cada x”
© “Para cualquier x”. “Para todo x, " 0 “Para todos x y y” se denota con VxVy, que puede
abreviarse como Vx, y.

§i p(x) es como lo definimos antes y usamos el cuantificador universal, podemos cam-
biar la proposicién abierta p(x) por 1a proposicién (cuantificada) ¥x p(x), una proposicién
falsa.

Si consideramos la proposicién abierta r(x): “2x es un entero par” con el mismo univer-
so (de los enteros), entonces la proposicitn (cuantificada) ¥x r(x) es una proposici6n ver-
dadera. Cuando decimos que Vx r(x) es verdadera, queremos decir que no importa con
qué entero (de nuestro universo) sustituyamos a x en r(x), la proposicién resultante es
verdadera. También hay que notar que la proposicién Ix r(x) es una proposicién verdade-
ra, mientras que ¥x —r(x) y 3x —r(x) son falsas.

La variable x de cada una de las proposiciones abiertas p(x) y r(x) es una variable
libre (de la proposicién abierta). Si x varia en el universo de una proposicién abierta, el
valor de verdad de la proposicién (que se obtiene al reemplazar cada aparicién de x)
puede variar, Por ejemplo, en el caso de p(x), vemos que p(5) es falsa, mientras que p(6)
es una proposicién verdadera. Sin embargo, la propesicién abierta r(x) se convierte en
una proposicién verdadera con cualquier reemplazo (de x) tomado del universo de todos
los enteros. En contraste con la proposicién abierta p(x), 3x p(x) tiene un valor de ver-
dad fijo: verdadero. Y en la representaci6n simbélica Ix p(x), la variable x es una varia-
ble acotada, acotada por el cuantificador existencial 3. Esto ocurre también en las pro-
posiciones Vi r(x) y ¥x —r(x); en cada caso, la variable x estd acotada por el cuantificador
universal V.

Para la proposicidn abierta g(x, y), tenemos dos variables libres, cada una de las cua-
les est4 acotada por el cuantificador 3 en cualquiera de las proposiciones 3x Jy g(x, y) o
I, y glx, y)-

El siguiente ejemplo muestra la forma en que estas nuevas ideas acerca de los
cuantificadores se pueden usar en conjuncién con las conectivas légicas.
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En este caso, el universo comprende todos los niimeros reales. Las proposiciones abiertas
p(x), g(x), r(x) y 5(x) estdn dadas por

pix):  x=0
g(x): =0
r(x): ¥-3x—-4=0
s(x): x*-3>0.
E las sig proposici son verdad
1 3x [px) Ar(x)]

Esto se debe a que el nimero 4, por ejemplo, es un miembro del universo tal que las dos
proposiciones p(4) y r(4) son verdaderas.

2 Vx[p(x)—q(x)]
Si, enp(x), reemplazamosx pur un niimero real negativo a, entonces p(a) es falsa; pero
pla) —= g(a) es verdad d del valor de verdad de g(a). Al reemplazar

X, en p(x), por un nimero real no negativo b, vemos que p(b) y g(b) son ambas verdaderas,
al igual que p(b) — g(b). En consecuencia, p(x) — g(x) es verdadera para todas las susti-
tuciones de x tomadas del universo de todos los niimeros reales y la proposicién (cuantifi-
cada) Vx[ p(x) — g(x)] es verdadera.

Esta proposicion puede traducirse de las siguientes maneras:

a) Para todo ntimero real x, si x = 0, entonces x* = 0.
b) Todo nimero real no negativo tiene un cuadrado no negativo.
¢} El cuadrado de cualquier nimero real no negativo es un nimero real no negativo.

También la proposicién 3x{p(x) — g(x)] es verdadera.

Las siguientes proposiciones son falsas.

1) Vx[q(x)—s(x)]

Queremos mostrar que la proposici6n es falsa, por lo que solamente necesitamos mostrar
un contraejemplo; ¢s decir, un valor de x para el que g(x) — s(x) sea falsa, en lugar de
demostrar algo para todo x, como lo hicimos en ¢l caso de la proposicién (2). Si reempla-
zamos x por 1, vemos que g(1) es verdadera y s(1) es falsa. Por lo tanto, g(1) = s(1) es
falsa, y en consecuencia la proposicién (cuantificada) ¥x[g(x) — s(x)] es falsa. [Observe
que x = 1 no es el tinico contraejemplo: cualquier nimero real a entre — V3 y 43 hardque
g(a) sea verdadera y s(a) sea falsa.]

2)- Vx [r(x)\/s(0]
Aquf hay muchos valores de x, entre ellos 1, 4, ~2, y 0, que son contraejemplos de esta
proposicién. Sin embargo, al cambiar los cuantificadores, vemos que la proposicién Fx[r(x)
V s(x)] es verdadera.

3) Vx [r(x)—p(x)]
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El nidmero real -1 es una solucién de la ecuacién x* — 3x—4 = 0, por lo que r(-1)es

verdadera, mientras que p(-1) es falsa. Por lo tanto, la eleccién de —1 proporciona el

contraejemplo que necesitamos para mostrar que esta proposicién (cuantificada) es falsa.
La proposici6n (3') s¢ puede traducir como sigue:

a) Para todo ndmero real x, si ¥ — 3x—4=0, entonces x = 0.
b) Paratodo mimero real x, si x es una solucién de la ecuaciénx®*— 3x—4 =0, entonces
x=0.

Haremos ahora las siguientes observaciones. Sea p(x) cualquier proposicién abierta (en
1a variable x) con un universo predeterminado ne vacio (es decir, el universo contiene al
menos un miembro). Entonces, si Vx p(x) es verdadera, también lo es 3x p(x), 0

Vxp(x)=> 3xp(x).

Cuando escribimos Vx p(x) = 3x p(x), estamos diciendo'que la implicacién ¥x p(x) —

x p(x) es una implicaci6n 16gica; es decir, 3x p(x) es vcrdadem siempre que Vix p(x) sea
verdadera. También observamos que la hipétesis de esta i i6n es la prop
cuantificada ¥x p(x) y la conclusién es 3x p(x), otra proposicion cuantificada. Por otro
lado, si 3x p(x) es verdadera, no se sigue que Vi p(x) deba ser verdadera. Por lo tanto, en
general, 3x p(x) no implica 16gicamente Vx p(x).

Nuestro siguiente ejemplo muestra el hecho de que la cuantificacién de una proposi-
cién abierta podria no ser tan explicita como quisiéramos.

a) Consideremos el universo de todos los nimeros reales y examinemos las frases:
1) Siun némero es racional, entonces es un mimero real.
2) Si xes racional, entonces x es real.

Deberfamos de estar de acuerdo en que estas frases proporcionan la misma infor-
macién. No obstante, también deberiamos preguntarnos si las frases son proposi-
ciones o proposiciones abiertas. En el caso de la frase (2), al menos tenemos la
presencia de la variable x. Pero ninguna frase contiene una expresién como “Para
todo”, “Para cualquiera” o “Para cada”. La {inica pista que indica que se trata de
proposiciones cuantificadas universalmente es la presencia del articulo indefinido
“un” en la primera frase. En casos como éste, el uso del cuantificador universal es
implicito en vez de explicito.

Si p(x), g{x) son las proposiciones abiertas

p(x): x es un nimero racional g(x): x es un nimero real,

entonces debemos reconocer el hecho de que ambas frases son dos modos un tanto
informales de expresar la proposicién cuantificada

Vx[p(x)—q(x)].
b) Para el universo de todos los tridngulos del plano, la frase

Un tridngulo equildtero tiene tres dngulos de 60°, y viceversa
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proporciona otro ejemplo de una cuantificacién implicita. En este caso, el articulo
indefinido “Un” es ¢l iinico indicio de que podrfamos expresar esta frase como una
proposicién con un cuantificador universal. Si las proposiciones abiertas

e(r): El tridngulo ¢ es equildtero.

a(t): El trifngulo ¢ tiene tres dngulos de 60°.
estdn definidas para este universo, entonces la frase dada se puede escribir en la
forma cuantificada explicita

Vi[e(t) < a(t)].

También podemos optar por evitar las proposiciones abiertas e(r), a(r) y simple-
mente volver a escribir la frase dada con el cuantificador universal (explicito) “Para
todo” como

Para todo tridngulo ABC, AB=BC = CA
siy s6lo si cada uno de los dngulos A, B y C es un dngulo de 60°.

C,

pa

En un libro de texto de trigonometria comiin y corriente encontramos con frecuen-
cia la identidad trigonométrica

sen’x + cos’x = L.
Esta identidad no contiene una cuantificacién explicita y el lector debe comprender (o
habr4 que indic4rselo) que esté definida para todos los niimeros realesx. Si se especifica

el universo de todos los nimeros reales (o al menos se sobreentiende), entonces esta
identidad puede expi diante la proposicién cuantificada (en forma explicita)

Vxlsen’x + cos’x=1].
d) Por iltimo, consideremos el universo de todos los enteros positivos y la frase
El entero 41 es igual a la suma de dos cuadrados perfectos.

Aquf tenemos un ejemplo ms en el que la cuantificaci6n es implicita; pero, esta
vez, la cuantificaci6n es existencial. Podemos expresar el resultado de manera més
formal (y simbélica) como

Im 3n[41 = m*+ n’].

El ejemplo siguiente demuestra gue ¢l valor de verdad de una proposicitn cuantificada
puede depender del universo dado.

Consideremos la proposicién abierta p(x): ¥ = 0.

1) Siel universo consta de todos los nimeros reales, entonces la proposicién cuantifi-
cada Vx p(x) es verdadera.
Sin embargo, para el universo de todos los niimeros complejos, la misma proposi-
ci6n cuantificada ¥x p(x) es falsa. El ndmero complejo i ofrece uno de los muchos
contraejemplos posibles.

2

=

No obstante, para cualquiera de estos universos, la proposicién cuantificada 3x p(x)
es verdadera.
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En el siguiente ejemplo se ilustra uno de los usos de los cuantificadores en el campo de
las ciencias de la computacién.

En el siguiente segmento de programa en Pascal, z es una variable entera y la variable A es
una tabla A[1], A[2]. . . ., A[20] de 20 valores enteros.

Forn := 1 to 20 do
Aln] := n*n — n;
Las siguientes proposiciones relativas a la tabla A pueden representarse en forma cuan-
tificada; el universo consta de todos los enteros de 1 a 20, inclusive.
1) Cada entrada de la tabla es no negativa:
Vn (A[r]=0).
2) El entero A[20] es la entrada m4s grande de la tabla:
Yn[(1=n=19)— (A[n] <A[20]].

3) Existen dos entradas consecutivas en A tales que la entrada mayor es el doble de la
menor:

3n(A[n +1]=24[n]).
4) Las entradas de la tabla estan ordenadas en forma (estrictamente) ascendente:
Vn[(l=n=19)—(A[n]<A[r +1])].
Nuestra iltima proposicion requiere el uso de dos variables enteras m, n.
5) Las entradas de la tabla son distintas:
YmVn[(m # n)— (A[m] # A[n])], o
Vm,n [(m <n)— (A[m] # A[n])].

Antes de continuar, en la tabla 2.21 haremos un resumen y una especie de ampliacién
de lo que hemos aprendido acerca de los cuantificadores.

Los resultados de la tabla 2.21 parecerian implicar solamente una proposicién abierta.
Sin embargo, debemos observar que la proposicitn abierta p(x) de la tabla puede representar
una conjuncién de proposiciones abiertas, como g(x) A r(x), o una implicacién de propo-
siciones abiertas, como s(x) — #(x). Si, por ejemplo, queremos determinar cusndo la pro-
posicién x[s(x) — #(x)] es verdadera, observamos la tabla de 3x p(x) y usamos la infor-
macidn que aparece en ella. La tabla indica que 3x[s(x) — #(x)] es verdadera cuando s(a)
— 1(a) es verdadera para (al menos) un a del universo dado. )

Analizaremos ahora las proposiciones cuantificadas que tienen mds de una proposicién
abierta. Sin embargo, antes de hacerlo, necesitamos la siguiente definicién, comparable a
las definiciones 2.2 y 2.4, relativas a las ideas de proposiciones l6gicamente equivalentes
¢ implicacién logica. La definicién siguiente se refiere a las mismas cuestiones para el
caso de las proposiciones abiertas.
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Tabla 2.21
Proposicion iCudndo es verdadera? Cuando es falsa?
Ixp(x) Para (al menos) un a del Para cada a del universo,
universo, p(a) es verdadera. pla) es falsa.
Vx p(x) Para cada reemplazo de a del Existe al menos un reemplazo a
universo, p(a) es verdadera. en el universo para ¢l cual p(a)
es falsa.

Para al menos una eleccidn de
Fxpla) a del universo, p(a) es falsa,
de modo que la negacién

Para cada reemplazo a del
universo, p(a) es verdadera.

—p(a) es verdadera.

Vx-p(x) | Paracadareemplazo de a del Existe al menos un reemplazo a
universo, p(a) es falsa y su en el universo para el cual
negacién —p(a) es verdadera. —p(a) es falsa y p(a) es

verdadera.

Definicién 2.6

Sean p(x), g(x) proposiciones abiertas definidas para un universo dado.

Las proposiciones abiertas p(x) y q(x) son (ldgicamente) equivalentes, y escribimos
Va[p(x) < g(x)], cuando la bicondicional p(a) <> g(a) es verdadera para cada reemplazo
a del universo dado. Si la implicacién p(a) — g(a) es verdadera para cada a del universo,
entonces escribimos Vx[ p(x) = g(x)] y decimos que p(x) implica logicamente g(x).

Para el universo de todos los trisngulos del plano, sean p(x), g(x) las proposiciones
abiertas

p(x): xesequiangular.
g(x): xesequildtero.

Entonces, para cualquier tridngulo particulara [resmplazo de x], sabemos que p(a) “rgla)
es verdadera. En consecuencia, Y[ p(x) < g(x)].

Observe que aqui, y en general, ¥x[ p(x) <= g(x)] si y sélosi Yx[p(x) = g(x)] y Vx[q(x)
= p(x)]-

También observamos que se puede dar una definicién similar a la definicién 2.6 para
dos proposiciones abiertas que tengan dos o mds variables.

Daremos ahora otro vistazo a la equivalencia I6gica de las proposiciones (no proposicio-
nes abiertas) conforme analicemos la reciproca, la inversa y la contrapositiva de una pro-
posicién de la forma Vx[p(x) = g(x)].

Definicién 2.7

Para las proposiciones abiertas p(x), ¢(x), definidas en un universo dado, y la proposicion
cuantificada en forma universal Vx[ p(x) — ¢(x)], definimos:
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1) La contrapositiva de ¥x[p(x) — g(x)] como Vx[—g(x) = —p(x)].
2) La reciproca de Vx[ p(x) = g(x)] como Vx[g(x) — p(x)].
3) Lainversa de ¥x{ p(x) = g(x)] como Vx[—p(x) = —g(x)].

Los siguientes dos ejemplos ilustran la definicién anterior.

Para el universo de todos los cuadrildteros del plano, sean s(x) y e(x) las proposiciones
abiertas

s(x):  xesun cuadrado; e(x): xes equildtero.
a) La proposicién
Vx[s(x)— e(x)]
es una proposicién verdadera y es légicamente equivalente a su contrapositiva
Vx[~e(x)—s(x)]
ya que [s(a) = e(a)] <> [—~e(a) — —s(a)] para cada reemplazo a. Por lo tanto,
Vx[s(x)— e(x)] & ¥x[e(x) = s(x)].

b) La proposicion

Vx[e(x)— s(x)]
€s una propoesicidn falsa y es la reciproca de la proposicién verdadera
Vx[s(x)—e(x)].
La proposici6n falsa
Vx[ns(x)—e(x)]

se conoce como la inversa de la proposicion dada Vx[s(x) — e(x)].
Como [e(a) — s(a)] <> [~s(a) = —e(a)] para cada cuadriltero especifico a,
tenemos que la reciproca y la inversa son légicamente equivalentes; es decir,

Vx[e(x)— s(x)] > Vx[ns(x)—=>e(x)].

En este caso, p(x) y g(x) son las proposiciones abiertas
plx): |x|>3 q(x): x>3
v el universo consta de todos los niimeros reales.

a) La proposicién ¥x[p(x) — g(x)] es una proposicién falsa. Por ejemplo, si x = -5,
entonces p(-5) es verdadera mientras que g(—5) es falsa. En consecuencia, p(-5) —
g(-5) es falsa, al igual que Vx[p(x} — g(x)].

b) Podemos expresar la reciproca de la proposicién dada (en la parte a) como sigue:

Todo nimero real mayor que 3 tiene magnitud
(o valor absoluto) mayor que 3.
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En forma simbélica, esta proposicién verdadera se representa como Vx[g(x) = p(x)].
¢) Lainversa de la proposicién dada también es una proposicién verdadera. En forma
simbélica, tenemos Vx[—p(x) — —¢(x)], que se puede expresar como

Si la magnitud de un nimero real es menor o igual que 3.
entonces ¢l propio nimero es menor o igual que 3.

Y esto es l6gicamente equivalente a la proposicién (reciproca) dada en la parte (b).
d) Eneste caso, la contrapositiva de la proposici6n de 1a parte (a) estd dada porVx[—g(x)
— —p(x)]. Esta proposicién falsa es légicamente equivalente a Vx[p(x) — g(x)] y
se puede expresar como sigue:
Si un ndimero es menor o igual que 3, también lo es su magnitud.
e) Consideremos la proposicién abierta

r(x): x<-3
que también est4 definida para el universo de todos los mimeros reales. Las siguien-
tes cuatro proposiciones son verdaderas:
Proposicién: Va[p(x)— (r(x) v g(x))]
Contrapositiva:  ¥x[1(r(x) v g(x))—=p(x)]

Recfproca: . vx[(r(x) vV q(x) = p(x)]
Inversa: Vx[qp (@)= (r(x) v/ q(x))]
En este caso (como la proposicién y su reciproca son verdaderas), tenemos que la
proposicién
Vxlp(x) & (r(x) v g(x))]

es verdadera y también cbservamos que

Vx p(x) & Vx[r(x) v q(x)].

Ahora usaremos de nuevo los resultados de la tabla 2.21 para analizar el siguiente
ejemplo.

En este caso, €l universo consta de todos los enteros y las proposiciones abiertas rx), s(x)
estén dadas por

r(x): 2x+1=5

s(x): x*=9.

Vemos que la proposicién 3x[r(x) A 5(x)] es falsa, ya que no existe un entero a tal que
2a+1=5ya*= 9. No obstante, existe un entero b (= 2) tal que 2b + 1 = 5 y existe un
segundo entero ¢ (= 3 0-3) tal que ¢ = 9. Por lo tanto, la proposicién 3x r(x) A Jx s(x)
es verdadera. En consecuencia, el cuantificador existencial Jx no distribuye sobre la
conectiva 16gica A. Este contragjemplo es suficiente para mostrar que

3x [r(x) As(@)]5[Ex r() A3xs(x),
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donde ¢ se lee como “no es 16gicamente equivalente a”. El ¢jemplo también demuestra que
[Ex r() A 3xs()]P 3x [r() As@)],
donde # se lee como “no implica 16gicamente”. Asi, la proposicién
[Bx r(x) A 3xs()]— 3x [r(x) As(x)]
no es una tautologfa.
Sin embargo, ;qué podemos decir de la reciproca de una proposicién cuantificada de
esta forma? En esie momento, presentamos un argumento general para cualesquiera pro-

posiciones abiertas (arbitrarias) p(x), g(x) y cualguier universo prescrito (arbitrario).
S$i analizamos la proposicién

A [p(D)Ng(x)]—[Exp(x) Axg(x)],
vemos que, cuando la hipétesis Ix [p(x) A g(x)] es verdadera, entonces existe al menos un
elemento ¢ en ¢l iniverso para el que la proposicién p(c) A g(c) es verdadera. Por la regla
de simplificacién conjuntiva (véase la Sec. 2.3), [p(c) A g(c)] = p(e). Como p(c) es verda-
dera, obtenemos la proposicién verdadera 3x p(x). De manera similar, obtenemos Jx g(x),
otra proposicién verdadera. Asi, 3x p(x) A 3x g(x) es una proposicién verdadera. Como
3x p(x) A Ix g(x) es verdadera siempre que x[p(x) A g(x)] lo sea, esto implica que

3x[pH N> [Fxp(x) Adxg(n)]

Otros argumentos similares al del ejemplo 2.43 muestran las equivalencias logicas y las
implicaciones 16gicas enumeradas en la tabla 2.22. Es posible obtener muchas otras equi-
valencias ¢ implicaciones l6gicas ademds de las que aparecen en esta tabla.

Nuestro siguiente ejemplo enumera algunas de éstas y demuestra ¢c6mo se pueden veri-
ficar dos de ellas.

Tabla 2.22

Equivalencias e implicaciones légicas para proposiciones
cuantificadas de una variable

Para un universo dado y cualesquiera proposiciones abiertas p(x), g(x) en la variable x,
3x[pMNg(®)]=>[Ex p(x) A3x g(x)]
3x[p(x) v g1 [Fx p(x) v/ 3x (x)]
Vx[p(:) N\ q(x)] [Vx p() AVx g(2)]
[Vx p(x) v Vx g(x)]= Vx [ p(x) v g (x)]

Sean p(x), g(x) y r(x) proposiciones abiertas para un universo dado. Encontramos las si-
guientes equivalencias I6gicas. (Son posibles muchas mds.)
D Vx[p@ N (gD ArG)]eVx[(p() A g()) Ar(x)]
Para mostrar que esta proposicién es una equivalencia 16gica procedemos de la
manera siguiente:
Para cada a del universo, consideramos las proposiciones p(a) A (gla) A ra)) y
(p(a) A g(a)) A r(a). Por la ley asociativa de A, tenemos que

p@Ng@Nr@) e (pla)Ag(@) Ar(a).
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En consecuencia, para las proposiciones abiertas p(x) A (g(x) A r(x)) y (p(x) A g(x))
A r(x), se sigue que
Vx [p() A (g() Ar(x))]eVx [(p(x) Mg () Ar(x)]
2) 3x[p@)—g@Ie=pEVeE]
Para cada ¢ del universo, se sigue del ejemplo 2.7 que

[p(©—q(=[pl Vel

Por lo tanto, la proposicién Ix{p(x) — g(x)] es verdadera (respectivamente, falsa) si
y s6lo si 1a proposicién 3x[—p(x) V g(x}] es verdadera (respectivamente, falsa), de
modo que

3x[p()—gW]= I [p() v a()]

3) Otras equivalencias I6gicas que encontraremos con frecuencia son las siguientes.
a) Vx-mp(x)<Vxp(x)
b) Vx-[p(x) Ag@]eVx[px)vg()]
o Vx=[p) Vv g@)]eVr[-p(x) Ag(x)]

4) Los Itados para las equivalencias 16gicas de 3(a), (b) y (¢) siguen siendo vilidos
cuando rodos los cuantificadores universales se reemplazan por cuantificadores
existenciales.

Los resultados de las tablas 2.21 y 2.22 y de los ejemplos 2.43 y 2.44 nos ayudarén
ahora con un concepto muy importante. ;C6mo negamos las proposiciones que implican
una sola variable?

Consideremos la proposicién ¥x p(x). Su negacién, —[Vx p(x)], puede enunciarse como
“No ocurre que para todo x se cumpla p(x)”. Esta no es una observacién muy ttil, asi que
volveremos a analizar —[Vx p(x)]. Cuando esta proposicién es verdadera, entonces Vx
plx) es falsa, por lo que, para algiin reemplazo a del universo, —p(a) es verdadera y 3x
—p(x) es verdadera. En forma reciproca, siempre que la proposicién Ix —p(x) sea verda-
dera, sabemos que —p(b) es verdadera para algiin elementob del universo. Por lo tanto, ¥x
plx) es falsa y —[Vx p(x)] es verdadera. Asi, la proposicién —[Vx p(x)] es verdadera si y
s6lo si la proposicién x —p(x) es verdadera. (Un andlisis similar muestra también que
—[Wx p(x)] es falsa si y s6lo si Ix —p(x) es falsa.)

Estas observaciones conducen a la siguiente regla para negar la proposicién Vx p(x):

A¥xp(x)]<3xp(x).
De manera similar, Ia tabla 2.21 nos muestra que la proposicién 3x p(x) es verdadera
(falsa) precisamente cuando la proposicién Wx —p(x) es falsa (verdadera). Esta observa-
cién da lugar a una regla para negar la proposicién 3x p(x):

=[Fxp(x)]Vrp(x).
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Estas dos reglas de negaci6n, junto con otras dos que se siguen de ellas, aparecen en la
tabla 2.23 como una referencia que le resultara de utilidad.

Tabla 2.23
Reglas para negar proposiciones
con un cuantificador

“[Vxp(x)] & 3x p(x)
“[3xp(x)] & ¥xp(x)
—[Vx-p(x)]eIx-p@x)S3Ixp(x)
“[3Ax—px)]eVrpx) S Ve p(x)

Usaremos estas reglas para negar las proposiciones cuantificadas del siguiente ejemplo.

Aqui encontramos la negacién de dos proposiciones; el universo comprende todos los
enteros.
1) Sean p(x) y g(x) dadas por
p(x): xesimpar.
g(x):  x*—1es par

La proposicién ':Si x es impar, entonces x*— 1 es par” puede simbolizarse como
Vx[p(x) = g(x)]. (Esta es una proposicion verdadera.)
La negacidn de esta proposicion se determina de la manera siguiente:

AVx (p(x)— g@))] e 3 [H(p(x)— q(x))]
&3 HEpE V)] 3 [pE) AngR)]
& 3x[p(x) Nq(x)]

En palabras, la negacion dice "Existe un entero x tal que x es impar y x¥*— 1 es
impar (es decir, no es par)”. (Esta proposicion es falsa.)

2) Como en el ejemplo 2.43, sean r(x) y s(x) proposiciones abiertas.
r(x): 2x+1=5.
s(x): x*=9.

La proposicion cuantificada Jx[r(x) A s(x)] es falsa, ya que asegura la existen-
cia de al menos un enteroatal que 2a + 1=5(e=2)y & = 9(a = 30-3). En
consecuencia, su negacién

A[3x (r(x) As()] e Vx [ (r(x) As(x))] & Vx [2r(x) v s(x)]

es verdadera. Esta negaci6n puede expresarse como “Para cadaenterox, 2x + 1% 5
ox*#F 97

Como una proposicién matemdtica puede contener més de un cuantificador, a conti-
nuacidn presentaremos algunos ejemplos y haremos algunas observaciones acerca de es-
tos tipos de proposiciones.
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Aqui tenemos dos variables reales x, y, por lo gue el universo consiste en todos los niime-
ros reales. La ley conmutativa para la suma de nimeros reales puede expresarse como

VxVy(x +y=y+x).
Esta proposici6n también puede expresarse como
VyVx(x+y=y+x).
Asi mismo, en el caso de la multiplicacién de nimeros reales, podemos escribir
Vx¥y(xy=yx) o  VyVx(y=y)

Estos dos ejemplos indican el siguiente resultado general. $ip(x, ¥) es una proposicién
abierta en las dos variables x, y (con el mismo universo prescrito para x y paray; o bien, un
primer universo parax y otro para ), entonces la propesicién Vx Vy p(x, y) y ¥y Vxp(x, ¥)
son l6gicamente equivalentes; es decir, la proposicién Vx ¥y p(x, y) es verdadera (respec-
tivamente, falsa) si y s6lo si la proposicién Vy Vx p(x, ) es verdadera (respectivamente,
falsa). De aqui que

Vix ¥y p(x,y) € ¥y Vi p(x.y)-

Cuando analizamos la ley asociativa para la suma de nimeros reales, encontramos que
para cualesquicra niimeros reales x, ¥, z,

x+(y+)=(x+y)+z

Al usar los cuantificadores universales (con el universo de todos los mimeros reales),
podemos expresar esto como
VrVyVz[x+(y+2)=(x+y+z] o
VyVxVz[x+(y+2)=(x+y +z]
De hecho, hay 3! = 6 maneras de ordenar estos tres cuantificadores universales y todas
estas proposiciones cuantificadas son I6gicamente equivalentes entre si.
Esto es cierto también para todas las proposiciones abiertas p(x, . z) y, para abreviar la
notaci6n, podriamos escribir, por ejemplo,
Y, p,z p(x,y,2) & Vy,x,z p(x,y.2) & Vx,z,y plx,y.2).

para describir la equivalencia 16gica para tres de las seis proposiciones.

Los resultados de los dos ejemplos anteriores aparecen con frecuencia en los textos de
&lgebra superior y en muchos libros de céleulo, sin cuantificadores (en palabras o en for-
ma simbélica). Por lo tanto, si vemos, por ejemplo, la propiedad asociativade la suma para
los reales, dada simpll como

x+(y+2)=@+y)+z,
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10.

11.

12.

13.

14,

15.
16.

17,
18.

19.
20.

21.

x,5ix=0

Para cuzlquier x € R, |x|=F = {_x six<u}' ¥ =|x| = x < |x|. Por Io tanto, |x + )=
(x4yP =2+ 2y +y S 2+ 2+ 2)x|[y| + 2= |x[2+2|x]|y|+]yf’:(!xi+Fy|)’,y|x+y!’s
([x| +]y]#=|x+y|=|x|+|y], para cualesquierax, y € R.
Demuestre quesin €Z*,n 2 2y x,, x,,. .., X, E R, entonces

L o I E L P E R P

Dé una definicién recursiva de cada una de las siguientes sucesiones de enteros.
a) 2,4,16,256,... (0,2,2%, (%%, ((2°F)...)
b) 2,4,16,65536, ... (0,2,23,207, 267 )
Deﬁnahméndemmemsmdmalesag.a,,az,n,‘...,enfomarecuzsivacomo
D) a=0,m=1y L

1+ (n— =
2) Sinzz’angw&_
Paratodo n € N, demuestre que 0 < g, < 1.
Defina la sucesién de niimeros enteros g, a;, @y, as, . . . , en forma recursiva como
D a=1,&=1,a6=1y
2) Sin=3, a,=@u1+ a3
Demusuequea..za('\ﬁ)"pammdo_nzﬂ.

Paran = 0, sea F, el n-ésimo nimero de Fibonacei. Demuestre que
E+R+E+--+E=3FE=F.-1
=0

P
Sin € Z°, demuestre que ¥ FF_ =F-,.
-y
Paran € Z°, demuestre que

2n
§(—1f"a=ﬁ,+n—a+5—ﬂ+ tor = Fu= B+l

2a
Demuestre que para cualquier entero positivo n, Z%L =1 -%.
=
Como en el ejemplo 4.18, sean L, L,, L., . . . los nimeros de Lucas, donde (1) Ly=2, L,=1; ¥
) Ly=L+L,paran=0.8inz 1, demuestre que
LI+ L3+ L34 - + L= LLyo=2.
Sin € N, demuestre que 5F,,.= L, ~ L,.
Dé una definici6n recursiva del conjunto de
a) los enteros pares positivos. " b) los enteros pares no negativos.
Uno de los usos mas de la definici siva de los conj ocurre en la defini-
ci6n de las fSrmulas bien formadas en distintos sistemas matemticos. Por ejemplo, en el
estudio de la 6gica podemos definir las f6rmulas bien formadas como sigue:
1) Cualquier proposici6n primitiva p, la tautologia Ty y la contradiccién F, son férmulas bien
formadas; y,
2) Sip, g son férmulas bien formadas, entonces también lo son
D ¢p) W (pvaq) iii) (pAq)
W) (p—q) Y (peq)
Mediante esta definicién recursiva vemos que, para las proposiciones primitivas p, g, r,la
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La traducci6n de las proposiciones matemdticas (postulados, definiciones o teoremas)
a su forma simbélica puede ser 1til por dos importantes razones.

1) Hacerlo nos obliga  ser muy cuidadosos y precisos con el significado de las propo-
siciones, con ¢l significado de frases como “Para todo x” y “Existe un x”, y con el
orden en que aparecen estas frases.

Después de traducir una proposicién matemdtica a su forma simbglica, deberemos
aplicar las reglas aprendidas para determinar proposiciones relacionadas con ella,
como la negacién o, en los casos adecuados, la contrapositiva, la reciproca o la
inversa.

2)

=

Nuestros tltimos dos ejemplos ilustran esto y, al hacerlo, extienden los resultados de la
tabla 2.23.

Sean p(x, ¥), g(x, ¥) ¥ 7{x, ¥) tres proposiciones abiertas, y las variables x, y se reemplazan
de cierto(s) universo(s) prescrito(s). ;Cudl es la negaci6n de la siguiente propesicién?
Vx 3y [(p(xy) N gl y) = r(xy)]

Tenemos que

A[Vx Iy [(p(xy) A alxy) = eyl
<3 [y [(ple)) Nalxy) = r(e)]l
@Iy al(pEy)Ngxy)) = rxy)]
S AxVy[lpl) Agx NIV eyl
<A Vy [l p(xy) AglrnINr(xy)]
3y [(p N gy Ar(ay)]

Supongamos que intentamos establecer Ia validez de un argumento (0 un leorema ma-
tematico) para el cual

Vx 3y [(p(ny) Ng(xy) = r(xy)]
sea la conclusién. Si i os demostrar el resultado por medio de la demostracién por
contradiccion, deberemos suponer, como premisa adicional, la negacién de esta conclu-
sién. Por ello, nuestra premisa adicional serfa la proposicién

3x ¥y [(p(x) Ag(xy) Nr(xy)]-

Por dltimo, veamos cémo negar la definicién de limite, un concepto fundamental en el
célculo.

En célculo, se estudian las propiedades de las funciones reales de una variable real. (Ana-
lizaremos las funciones en el capitulo 5 de este libro.) Entre estas propiedades estd la
existencia de limites; al respecto, encontramos la siguiente definicién: lim,, f(x) = Lsi(y
s6lo si) para cada €> 0 existe una & > 0 tal que, para cada x (donde f{x) esté definida), (0 <
|x - a| <8 = (JA0-L| <.
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Esto se puede expresar en forma simbélica como

[En este caso, el universo comprende los nimeros reales, y sélo consideramos aquellos
valores reales de x para los que f(x) esté definida. Ademds, los cuantificadores Ve> 0y
38 > 0 contienen ahora alguna informaci6n restrictiva.] Entonces, para negar esta defini-

cid

(re:
est;

pero | f(x) = L| = € [es decir, el valor de f(x) difiere del de L por al menos €].

J11_{1}f(x)=.L(i)V’e)[J F5>0 Vx[(0<|x—a|<8)— (|f(x) - L| <€)l

n, haremos lo siguiente (hemos resumido algunos pasos):
Iimf(x) +L
©-[Ve>0 F8>0 Vx[(0<|x—a|<8)— (|f(x)-L|<e)]
& Fe>0 V8>0 Fx[(0<|x—a|<8)—(f(x) - L|<e)]
< Fe>0 V>0 -[H(0<|x—a|<8)\(f(x)—L|<e)]
© Fex>0 V6>0 Ix[(0<|x—a|<BANA(f(x)— L|<e)]
< 3e>0 V8>0 3x[(0<|x—a|<8A(f(x)—L|z¢€)]
Traducido en palabras, tenemos que lim,_,, f(x} # L si (y s6lo si) existe un nimero

al) posiu'vo":‘tal que para cada mimero (real) positivo §, existe un valor x [donde f(x)
4 definida] tal que 0 < | x—a| < & (es decir, x £ @ y sudistancia de a es menor que §)

EJERCICIOS 2.4

1

N

3. Sea p(x) la proposicién abierta “x*= 2x”, donde el universo comprende todos los enteros.

4. Considere el universo de todos los poligonos con tres o cuatro lados y defina las siguientes

. Sean p(x), g(x) 1as siguientes proposiciones abiertas.

plx): x=3 g(x): x+1 esimpar

Si el universo consta de todos los enteros, ;cudles son los valores de verdad de las siguientes
proposiciones?

a2 p(1) b) 4(1) € p@3)
9 4(6) e p(Nvq(m f) pB3)/q4)
2 r4) b) ~(p(—4)ve(-3) D) p(-H)Ng(-3)

. Sean p(x), g(x) las proposiciones definidas en el ejercicio 1. Sea r(x) la proposicién abierta
“x > 0. De nuevo, el universo ests formado por todos los enteros.
a) Determine los valores de verdad de las siguientes proposiciones.

b p(3)vIgB3)vr3)] i) p(3)A[G)vr(3)]
iii) p(2)—[q(2)—r(2)] ") [p(2Ng(2)]—r(2)
¥) p(O)—=[g(-1)=rQ)] ) [p(-1)=g(-D)]«r(-3)

b) Determine todos los valores de x para los cuales [p(x) A g(x)] A r(x) da como resultado
una proposicion verdadera.
¢) Encuentre los cinco enteros positivos x més pequefios para los que la proposicién abierta
p(x) — [—g(x) A r(x)] da como resultade una proposicién verdadera.

Determine si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa.

a) p(0) b) p(1) ¢ p(2)
d p(-2) €) 3xp(x) f) Vxp(x)

proposiciones abiertas para este universo.
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a(x): todos los 4ngulos internos de x son iguales
e(x): xesun tridngulo equildtero
h(x): todos los lados de x son iguales

#(x): xes un tridngulo isésceles
p(x):  xtiene un 4ngulo intemno mayor que 180°
g(x):  x es un cuadrilitero

r(x): xesunrectangulo

5(x): xesuncuadrado

1(x): xesun tridngulo

Traduzca cada una de las siguientes proposiciones en una frase en espafiol, y determine si la
proposicién es verdadera o falsa.

a) Vx[g(x) ¥ 1(x)] b) Vxli(x)—e(x)]

©) 3x[(x) Ap(x)] d) Vx[a(x)—e(x)]

e) Vx[(a(x)Ai(x)) «=e(x)] ) xfg(x) A-r(x)]

g} Fx[r(x) A-s(x)] h) Vafh(x)—~e(x)]

) Vx[(A(x) N g(x))—s(x)] i) lg(x)Ap)]

k) Wx[r(x)—>—p(x)] D Vxla(x)— (e(x) ¥ r(x))]
m) Vx[s(x)<(a(x) ARE))] ) Vx{t(x)— (a(x) = k(x))]

El grupo de mecénica cusntica del Profesor Olmedo estd formado por 29 estudiantes, de los
cuales exactamente

1) tres estudiantes de fisica estén en su pemiltimo afio;

2) dos estudiantes de ingenierfa eléctrica estdn en su pendltimo afio;
3) cuatro estudiantes de matemdticas estén en su peniilimo afo;

4) doce esmdiantes de fisica estdn en su dltimo afio;

5) cuatro estudiantes de ingenieria eléctrica estdn en su dltimo ano;
6) dos esmudiantes de ingenieria eléctrica son de posgrado; y

7) dos estudiantes de matemticas son de posgrado.

Considere las siguientes proposiciones abiertas.
e(x): El estudiante x est4 en la clase (es decir, la clase de mecénica cudntica del
profesor Olmedo ya descrita).

j(x): Elestudiante x estd en su peniltimo afio.

s(x): El estudiante x estd en su Glomo afio.

glx): El estudiante x es de posgrado.

p(x): El estudiante x estd en la especialidad de fisica.

e(x): [El estudiante x estd en la especialidad de ingenieria eléctrica.
m(x): El estudiante x estd en la especialidad de mateméticas.

Esctiba cada una de las sigui p iciones en inos de cuantificadores y las proposi-
ciones abiertas ¢(x), j(x), s(x), g{x), p(x). &(x) y m(x), y determine cudles de las siguientes
proposiciones son verdaderas o falsas. En este caso, el universo estd formado por los 12,500
estudiantes inscritos en la umvemda,d donde imparte clases el profesor Olmedo. Ademas, en
esta universidad cada dene una ialidad.

a) En la clase existe un estudiante de mateméticas que estd en su peniltimo afio.

b) En la clase existe un estudiante del tiltimo afio que no estd en la especialidad de mateméticas.
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¢) Todo estudiante de la clase estd en la especialidad de matemdticas o fisica.

d) Ningin estudiante de posgrado en la clase estd en la especialidad de fisica.

€) En la clase, todo estudiante del dltimo ano esté en la especialidad de fisica o de ingenierfa
eléctrica.

f) Algin estudiante de posgrado de esta universidad no estd en la especialidad de mateméticas
ni en la de fisica.

6. Sean p(x, ¥), g(x, ¥) las siguientes proposiciones abiertas:
plx,y): =y qlxy): x+2<y
Si el universo para cada x, y estd formado por todos los nimeros reales, determine el valor de
verdad de cada una de las siguientes proposiciones.

a) p(2,4) b) g(1,m) o p(-3,8Mq(1,3)
4 pGHvog(-2,-3) e p2,2)—4q(1,1) B p(1,2)©nq(1,2)
7. Parael universo de los enteros, sean p(x), g(x), r{x), s(x) y #(x) las siguientes proposiciones abiertas.
plx): x>0
g(x): xespar

r(x): xesuncuoadrado perfecto
s(x):  xes (exactamente) divisible entre 4
#(x): xes (exactamente) divisible entre 5

a) Escriba las siguientes proposiciones en forma simbélica.
i) Al menos un entero es par.

i} Existe al menos un entero positivo que es par.

iii) Six es par, entonces x no es divisible entre 5.

iv) Ningin entero par es divisible entre 5.

¥) Existe al menos un entero par divisible entre 5.

vi) Sixespary xesun cuadrado perfecto, entonces x es divisible entre 4.
b) Determine si cada una de las seis proposiciones de la parte (a) es verdadera o falsa. Para

cada proposicién falsa, dé un jempl
<) Exprese en palabras cada una de las siguientes representaciones simbdlicas.
) Vx[r(x)—p@)] i) Vx [s(x)—q(x)]
i) Vx[s(x)—-2(x)] ) 3x [s(x) Nor(x)]

¥) ¥x[r(x)vogl) vsx)]
d) Proporcione un contraejemplo para cada proposici6n falsa de la parte (c).
8. Sean p(x), g(x) y r(x) las siguientes proposiciones abiertas.
pa): =8 +15=0

g(x): xesimpar
rix): x>0

Para el universe de los enteros, determine la verdad o falsedad de cada una de las siguientes
proposiciones. Si una proposicién es falsa, dé un contragjemplo.

a) Vx[p(x)—=q(x)] b) Vx[g(x)—p(x)]

€ 3x[pE)—q(x)] d) 3x[g(x)—p(x)]

€) x [r(x) A\p(x)] ) Vx[p(x)—r(x)]

2 x[r(x)—p@)] h) ¥x[~g(x)—-p(x)]

D Ax[p)—(g=x) Ar(x)] B Y [(p@) v al)—r()]

9. Sean p(x), g(x) y r(x) las siguientes proposiciones abiertas.
plx): £-Tx+10=0
g(x): ¥-2x—3=0
r(x): x<0
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1

-

12.

a) Determine la verdad o falsedad d las siguientes proposiciones, en las que el universo estd

formado por todos los enteros. i una proposicion es falsa, dé un contragjemplo o explicacion.
i) Vx[p(x)—r(x)] i) Vxlg(z)—>r(x)]

i) Arq(x)—=rx)] iv) 3x[p()—+r(x)]

b) Determine las respuestas de la parte (a) cuando el universo consta de todos los enteros
positivos.

¢) Determine las respuestas de la parte (a) cuando el universo consta dnicamente de los ente-
ros2y5.

Para el siguiente segmento de programa en Pascal,m y = son variables enteras. La variable A es

una tabla de dos dimensiones A [1,11,A[1,2],...,A[1,20],...,A[10,1],...,A [10,20], con

10 filas (indexadas de 1 a 10) y 20 columnas (indexadas de 1 a 20).

Form := 1 to 10 do

Forn := 1 to 20 do
Am.n] := m + 3*n;
Escriba las si 1 en forma simbélica. (El universo de la variable m contie-

ne tinicamente los enteros del 1 al 10 inclusive; para #, el universo consta de los enteros del 1

al 20 inclusive.)

a) Todas las entradas de A son positivas.

b) Todas las entradas de A son positivas y menores o iguales que 70.

©) Algunas de Ias entradas son mayores que 60. g

) Las entradas de cualquier fila de A tienen un orden (estrictamente) ascendente.

€) Las entradas de cualquier columna de A tienen un orden (estrictamente) ascendente.

£) Las entradas de las primeras tres filas de A son distintas.

g) Las entradas de cual jera tres filas ivas de A son disti

h) Para dos filas consecutivas cualesquiera de A, la suma de las entradas de la segunda fila
(aquella que tiene el indice de fila mis grande) es 20 unidades mayor que la suma de las
entradas de la fila anterior.

Identifique las variables acotadas y las variables libres de cada una de.las siguientes expresio-

nes (o proposiciones). En la parte (a), el universo comprende todos los nimeros reales, excep-

t0...-5n/2, 302, -7/2, W2, 302, 5172, ... En los demds casos, el universo estd formado por
todos los niimeros reales.

a) VrVy[secx —sec?y =tan’ x —tan’ y]

b) ¥y3z[cos(x +y) =sen(z —x)]

o I H['—y*=7]

d) Aufry =y]

a) Sea p(x, y) la proposicién abierta “x divide ay”; el universo para cada una de las variables
x, yes el conjunto de todos los enteros. (En este contexto, “divide” significa “divide exac-
tamente”.) Determine el valor de verdad de cada una de las proposiciones siguientes; siuna
proposici6n cuantificada es falsa, proporcione una explicaci6én o un contragjemplo.

D pG3.7) i) p(7,3) iif) p(3,27)
) Vyp(l.y) v) Vxp(x,0 vi) Vxp(x,x)
vil) Vy 3xplx,y) viii) 3y Vx p(x, y)

ix) ¥z Vyl(p(x, APy D)= =y)]
x) Vx ¥y Vz{(p(x, ) AP(y, 2)) = p (% 2)]
b) Determine cusles de las 10 proposiciones de la parie (2) cambiar4n su valor de verdad si el
universo de cada una de las variables x, y se restringe solamente a los enteros positivos.

¢) Determine el valor de verdad de cada una de las sigui proposici Sila prop
es falsa, proporcione una explicaci6n o jemplo. [El universo para cada x, y es como
en la parte (b).]
i) ¥x3yp(x,y) i) Vy3xp(x.y)
enr (g L O Tia 2y AWy nfyr v)
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13. Suponga que p(x, y) es una proposicion abierta en la que el universo para cada x, y estd forma-

do solamente por tres enteros: 2, 3 y 5. Entonces, la proposici6n cuantificada Iy p(2. ¥) es
16gicamente equivalente ap(2, 2) V p(2,3) V p(2, 5). La proposicién cuantificada 3x ¥y p(x, y)
es logicamente equivalente a [p(2,2) A p(2,3) A p(2,5)] V [p(3.2) A p(3.3) A p(3.5)] V
[p(5.2) A p(3, 3) A p(3, 5)]. Use conjunciones o disyunciones para expresar las siguientes
proposiciones sin cuantificadores.

a) 3xp(x,5) b) ¥xp(x,3) c) ¥yp(2,y)
d) 3x 3y p(x, ) €) Va¥yp(z,y) ) ¥y3rp(x.y)

. Sean p(n), g(r) las proposiciones abiertas

p(n):  nes impar; gln): nesimpar

en el universo de los enteros. ;Cudles de las siguientes proposiciones son 16gicamente equiva-
lentes entre si?

a) Si el cuadrado de cualquier entero es impar, entonces el entero es impar.

b) ¥r [p(n) es necesaria para g(n)]

¢) El cuadrado de cualquier entero impar es impar.

d) Existen algunos enteros cuyos cuadrados son impares.

€} Dado cualquier entero cuyo cuadrado sea impar, ese entero también es impar.
D Vna[-pin) = —g(n)]

g) Todo entero con un cuadrado impar es impar.

h) Todo entero con un cuadrado par s par.

i) Vn[p(n) es suficiente para g(n)]

. Para cada una de las siguientes parejas de proposiciones, ine si la i6n propuesta es

la correcta. Si es correcta, determine cuél es verdadera: la proposicién original o la negacién

propuesta. Si la negaci6n propuesta es incorrecta, escriba una version corregida de la negacidn y

determine a continuaci6n si la proposicién original o la versién corregida de la negacidn es

verdadera.

a) Proposicién: Para todos los mimeros reales x, y, si 2> Y%, entonces x > v.

Negacidn propuesta: Existen mimeros reales x, y tales que x*> ¥ perox < y.

b) Proposicién: Existen nimeros realesx, y tales que x y y son racionales perox + y s irracional.
Negacién propuesta: Para todos los nimeros reales x, y, si x + y es racional, entonces x y ¥
son racionales.

¢) Proposici6n: Para todo nimero real x, six no es 0, entonces x tiene un inverso mutiplicativo.
Negaci6n propuesta: Existe un nimero real distinto de cero que no tiene un inverso
multiplicativo.

d) Proposici6n: Existen enteros impares cuyo producto es impar.

Negacién propuesta: El producto de cualesquiera dos enteros impares es impar.

€} Proposicién: El cuadrado de todo niimero racional es racional.

Negacién propuesta: Existe un ndmero real x tal que si x es irracional, entonces 2 es
irracional.

Escriba la negacion de cada una de las siguientes proposiciones como una frase en espafiol sin

notacién simbélica. (En este ¢aso, ¢l universo consta de todos los estudiantes de una universi-

dad donde imparte clases el profesor Linares.)

a) Todo estudiante del grupo de Pascal del profesor Linares estd en la especialidad de ciencias
de la computacién 0 mateméticas.

b) Al menos un estudiante del grupo de Pascal del profesor Linares estd en la especialidad de
historia.

¢) Un estudiante del grupo de Pascal del profesor Linares ha leido todos sus articulos de
investigacion sobre estructura de datos.
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17. Escriba la negacién de cada una de las sigui dad Para las partes (a),
(b) y (¢), el universo consta de todos los en:eros. pam las partes (d) y (e), el universo abarca
todos los mimeros reales.

a) Para todo entero n, si n no es (exactamente) divisible entre 2, entonces r es impar.
b) Si el cuadrado de un entero es impar, entonces ¢l entero es impar.

©) Sik m, nson enteros tales que k —m y m — n 500 impares, entonces k — # es par.
d) Si x es un nimero real tal que x*> 16, entonces x < —4 0 x> 4.

€) Para todo nimero real x, si |x 3| <7, entonces -4 < x < 10.

18. Niegue y simplifique lo siguiente.

a) Ix[p)VveE)] b) Vx[p(x)A-g(x)]
o Vx[p(x)—>q()] ) A [(p)VveE)—>r)]

19. Para cadauna de las siguientes proposiciones (y universos) enuncie la reciproca, lainversa y la
contrapositiva. Determine también el valor de verdad de cada proposicién dada, asi como los
valores de verdad de su reciproca, su inversa y su contrapositiva. (En este caso, “divide" signi-
fica “divide exactamente” y “divisible” significa “divisible exactamente™.)

a) [El universo comprende todos los enteros positivos.]
Sim >n, entonces m*> n’.
b) [El universo comprende todos los enteros.]
Sia > b, entonces @ > b7,
) [El universo comprende todos los enteros.]
Sim divide a n y n divide a p, entonces m divide a p.
d) [El universo comprende todos los mimeros reales.]
Vr{(x>3) = (x> 9)]
¢} [El universo comprende todos los enteros.]
Todo entero que es divisible entre 12 también es divisible entre 4.
) [Elunr comprende todos los mi reales.]
Para todo nimero real x, si x’+ 4x— 21 >0, entonces x> 3o x <~ 7.

20. Vualvaaesmbu cada una de las siguientes proposiciones (con los universos dados) como una
licacién de la forma si Escriba después la reciproca, la inversa y la contrapositiva
de 1a implicacién. Para cada resultado de las partes (a) y (d), dé el valor de verdad de la
implicacién y los valores de verdad de la recip lainversay la positiva. (En la parte
(a), “divisibilidad™ significa tener un resto 0.)
a) [El universo comprende todos los enteros positivos.]
La divisibilidad entre 21 es una condicién suficiente para la divisibilidad entre 7.
b) [El universo abarca todos los residentes actuales de Estados Unidos.]
Contar con un paquete considerable de acciones en la bolsa es una condici6n necesaria para
que una persona sea feliz.
¢) [El universo comprende todas las serpientes que reptan actualmente en las selvas de Asia.]
El hecho de ser una cobra es una condicién suficiente para que una serpiente sea peligrosa.
d) [El universo estd formado por todos los nimeros complejos.]
Para cada nimero complcjo 2, el hecho de que z sea real es necesario para que z° sea real.

21. Paralassi ¢l uni abarca todos los enteros distintos de cero. Deter-
mine el vaio: de vadad de cada proposicién.

a) 3x 3y [xy=1] b) A Vy[xy=1] ¢ VxIy[xy=1]
d) Vx ¥y [sen’s + cos’x = sen?y + cos’y]
& IxIy[2x+y=5 N —3y=-8)]
f) k3y[Gx—y=TA(Zx+4y=3)]

22. Repita el gjercicio 21 para el universo de todos los nimeros reales diferentes de cero.
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23.

24.

25.

26.

En la aritmética de los niimeros reales, existe un nimero real, 0, llamado el neutro de la suma,
puesto que a + 0 =0 + a = g para cada nimero real a. Esto se puede expresar en forma
simbélica como 1

IzVala+z=z+a=al

(En este caso, el universo abarca todos los niimeros reales.)

a) Ademds de la existencia de un neutro aditivo, existen los inversos aditivos. Escriba una
proposicién cuantificada que exprese “Todo nimero real tiene un inverso aditivo™. (Nose:
debe utilizar el signo menos en la proposicién.)

b) Escriba una proposicién cuantificada que trate de la existencia de un neutro multiplicativo
para la aritmética de los nimeros reales.

¢) Escriba una proposicién cuantificada relativa a la exi ia de inversos
para los mimeros reales diferentes de cero. (No se debe usar el exponente -1 en la pmpom-
cién.)

d) ;Cambian de alguna forma los resultados de las partes (b) y (c) cuando el universo se
restringe z los enteros?

Considere la proposicién cuantificada ¥x 3y[x + y = 17]. Determine si esta proposicién es
verdadera o falsa para cada uno de los siguientes universos: (a) los enteros; (b) los enteros
positivos; (c) los enteros para x, los enteros positivos para y; (d) los enteros positivos para x.
los enteros para y.

En el caso de las siguientes proposiciones, el universo para cqalqu:era de sus variables estd
formado por los niimeros reales. En cada caso, niegue y simplifique la proposicién dada.

a) YxVy[(x>y)—=(x—y>0)]

b) Vx ¥y [[(x >0) Ay =logiox)]— (x =107)]

¢ YxV¥y[(x<y)—>3z(x<z<y)]

d) Vx ¥y [(lx]= [y (y = xx)]

) [VxVy (x>0)A(y >0)]—=[3z (xz >y)]

En matemdticas, con frecuencia se desea afirmar no s6lo Ja existencia de un objetoa (ya seaun
nimero, un trifngulo, etcétera) que satisfaga una proposicién abierta p(x), sino también el
hecho de que este objeto a es el tinico para el que se satisface p(x) (es verdadera). Entonces, el
objeto es dnico. Esto se denota con el cuantificador 31x p(x), que se lee como “Existe un dnico
X" Este cuantificador puede definirse en términos de los cuantificadores existencial y universal:

[Ax p(R)] & {[3x p)]ALVx ¥y [(2() Ap(3) = (x =91}

Esta definici6n indica que “una demostraci6n de existencia y unicidad” requiere “una demos-
tracién de la existencia”, que con frecuencia se realiza construyendo un ejemplo que satisfaga
p(x), y “una demostracién de la unicidad”.
a) Escriba lo siguiente en forma simb6lica, usando este nuevo cuantificador. (El universo
consta de todos los nimeros reales.)
i) Todo mimero real diferente de cero tiene un tinico inverso multiplicativo.
i) Lasuma de dos mimeros reales cualesquiera es Gnica.
iii) Para cada coordenadax, la coordenaday correspondiente en larectay=3x + 7 es tinica.
b) Seap(x, v) la proposici6n abierta “y = —2x”; el universo st formado por todos los enteros.
Determine cudles de las proposiciones siguientes son verdaderas o falsas.
D [Vx 3y p(x.)]—=[3ly Yxp(x )]
i) [3ly Vxp(xy)]—[Vx3ly p(xy)]
<) Responda la parte (b) para la proposicion abierta p(x, ¥): x + y s par.
d) Considere la proposicién 3lx (x> 1). Dé un ejemplo de un universo en el que p sea verda-
dera y un ejemplo de otro universo donde p sea falsa.
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27. En célculo, la definicién del lfmite L de una sucesién de nimeros reales ry, 72, Fs. . . . puede
darse como

limr.=L

A=

si (y s6lo si) para cada € > 0 existe un entero positivo k tal que para todo entero 1, si n >k,
entonces |r,—L| <€.
En forma simbélica, esto puede expresarse como

lmr,=L&Ve>0 k>0 Vrl(n>k)—|r.—L| <€l

Exprese I”ijg r. # L en forma simbdlica.

2.5

Cuantificadores, definiciones
y la demostracién de teoremas

En esta seccién combinaremos algunas de las ideas que acabamos de estudiar en las dos
anteriores. Aunque la seccién 2.3 present6 reglas y métodos para establecer la validez de
un argumento, por desgracia los argumentos presentados parecen tener poco que Ver con
algo matemitico. [Las raras excepciones estdn en el ejemplo 2.24 y el argumento erréneo
¢n la parte (b) del material anterior al ejemplo 2.27.] La mayoria de los argumentos trataba
de algunos individuos y predicamentos que estaban a punto de surgir.

Pero una vez aprendidas algunas de las propiedades de los cuantificadores y de las
proposiciones cuantificadas, estamos en mejores condiciones para manejar argumentos
que nos ayudarén a demostrar teoremas matemdricos. Sin embargo, antes de pasar a los
teoremas, examinaremos la forma usual en que aparecen las definiciones matemdticas en
las obras cientificas.

Después del ejemplo 2.3 de la seccién 2.1, habia un anglisis relativo a la forma en que
una implicacién podria ser utilizada en vez de una bicondicional en una conversacién
cotidiana. Pero se hizo notar que en las obras cientificas debiamos evitar las situaciones en
que pudiera surgir una interpretacién ambigua; en particular, no deberia usarse una
implicacién cuando se necesitara una bicondicional. Sin embargo, hay una excepcién fun-
damental a estaregla y se refiere a la forma en que las definiciones matematicas se presen-
tan comiinmente en los libros de texto de mateméticas y otras obras de cardcter cientifico.
El ejemplo 2.52 demuestra esta excepcidn.

a) Comencemos con el universo de todos los cuadriléteros que hay en el plano e inten-
temos identificar los que se denominan rectdngulos.
Una persona podria decir que
“Si un cuadrildtero s un rectdngulo entonces tiene cuatro dngulos iguales™

Otro podria identificar estos cuadrildteros particulares sefialando que

“Si un cuadriltero tiene cuatro dngulos iguales, entonces es un rectingulo”
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b)

(En este caso, ambas personas est4n haciendo proposiciones cuantificadas en forma
implicita, con un cuantificador universal.)
Dadas las proposiciones abiertas

p(x): xes unrectdngulo g(x): xtiene cuatro dngulos iguales,
podemos expresar 1o que dice la primera persona como
¥x[p(x)— g(x)].
mientras que para la segunda escribiriamos

Vx[g(x)— p(x)].
Asi, ;cudl de las proposiciones (cuantificadas) anteriores identifica o define a un
rectingulo? Tal vez nos parezca que ambas lo hacen. Pero ;c6mo puede ser, si una
proposicién es la reciproca de la otra y, en general, la reciproca de una implicacion
no es légicamente equivalente a la implicacién?

En este caso, el lector debe tener en cuenta lo que se pretendia, no sélo lo que.
dijo cada una de las dos personas, o las expresiones simbélicas que hemos escrito
para representar estas proposiciones. En esta situacion, cada persona esta usando
una implicacién con el sentido de una bicondicional. Ambas p den decir (aun-
que no lo establecen)

Vx[p(x) < q(x)]
es decir, cada una de ellas estd diciendo realmente que
“Un cuadrildtero es un rectdngulo si y sélo si tiene cuatro dngulos iguales™.

Dentro del universo de los enteros, podemos distinguir los enteros pares por medio
de cierta propiedad y de este modo definirlos como sigue:

Para cada entero n, decimos que # es par si es divisible entre 2.

(La expresién “divisible entre 2" significa “exactamente divisible entre 2"; es decir,
no hay resto al dividir el dividendo r entre el divisor 2.)
Si consideramos las proposiciones abiertas

p(n):  nesunentero par g(n): nes divisible entre 2,
entonces parece que la definicién anterior se podria escribir en forma simbélica como
Vn[g(n)—p(n)].
Después de todo, la proposicién cuantificada dada (en la definicién anterior) es una
implicacién. Sin embargo, esta situacién es muy similar a la de la parte (a). Lo que

parece establecerse no es lo que se pretendia. La intencién es que el lector interprete
la definicién dada como

Vr[g(n) < p(n)l,
es decir,
“Para todo entero r, decimos que n es par si y s6lo si n es divisible entre 27,

(Nétese que la proposicién abierta “n es divisible entre 2” también puede expresar-
se mediante la proposici6n abierta “n = 2k, para algin entero &”. No debe confun-
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dirnos el cuantificador “para algiin entero k", ya que la expresién 3k{n = 2k] sigue
siendo una proposicién abierta en la que n es una variable libre.)

Hasta ahora hemos visto el uso de los cuantificadores en los enunciados de las definicio-
nes matematicas, y que la forma tradicional que adopta dicha definicién es la de una impli-
caci6n. Sin embargo, tenga cuidado y recuerde: solamente en las definiciones, una implicacién
puede leerse (equivocadamente) e interpretarse correctamente como una bicondicional.

Observe ahora la definicién del concepto de limite en ¢l ¢jemplo 2.51. Ahi escribimos
“si (y sélo si)” ya que querfamos que el lector conociera nuestra intencién. Ahora tenemos
1a libertad de reemplazar “si (y sélo si)” por un sencillo “si”.

Una vez desarrollado nuestro andlisis acerca de la naturaleza de las definiciones mate-
méticas, continuaremos ahora con el estudio de algunos argumentos relacionados con las
proposiciones cuantificadas.

Supongamos que partimos del universo que abarca solamente los 13 enteros 2, 4, 6, 8; S
24, 26. Entonces podemos establecer la proposicidn:

Para todo n (lo que significan=2,4,6,...,26),
podemos escribir n como la suma de cuando mucho tres cuadrados perfectos.

Los resultados de la tabla 2.24 proporcionan una verificacién caso por ¢aso que mues-
tra que la proposicién (cuantificada) dada es verdadera. (Podriamos llamar teorema a esta
Pproposicion.)

Tabla 2.24
2=1+1 10=9+1 20=16+4
4=4 12=4+4+4 2=9+9+4
6=4+1+1 14=9+4+1 24=16+4+4
8§=4+4 16=16 26=25+1
18=16+1+1

Esta lista exhaustiva es un ejemplo de una demostracién que usa la técnica que llama-
mos, apropiadamente, método exhaustivo. El uso de este método es razonable cuando
trabajamos con un universo pequefio. Si nos enfrentamos a una situacion en la que el
universo es grande pero dentro del alcance de un computador disponible para nosotros,
entonces podriamos escribir un programa que verifigue todos los casos individuales para
no cansarnos con este método de exhaustivo.

(Observe que, para algunos casos de la tabla 2.24, se puede dar mds de una respuesta.
Por ejemplo, podriamos escribir 18=9 + 9y 26 =16 + 9+ 1. Pero esto estd bien. Se nos
ha dicho que cada entero positivo par menor o igual que 26 puede escribirse como la suma
de uno, dos o tres cuadrados perfectos. No se nos ha dicho que tal representacidn tenga que
ser linica, por lo que puede haber m4s de una posibilidad. Lo que tenfamos que verificar en
cada caso era que hubiera al menos una posibilidad.)
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En el ejemplo anterior mencionamos la palabra feorema. También en el capitulo 1 en-
contramos este término; por ejemplo, en resultados como el teorema del binomio ¥ el

teorema multinomial, donde p 1 tipos de probl de enur

Para no ser muy técnicos, 1sid alos t:ﬁfmo;\vnr ici de interés
matemdtico, que se sabe son verdaderas. A veces el término feerema se usa dnicamente
para describir resultados importantes que tienen muchas y variadas cc ias. Algu-

nas de estas consecuencias, que se siguen inmediatamente de un teorema, se denominan
corolarios (como en el caso del corolario 1.1 de la seccién 1.3). Sin embargo, en este
texto, no utilizaremos de ningiin modo especial la palabra teorema.

El ejemplo 2.53 es un buen punto de partida para analizar la demostracién de una pro-
posicién cuantificada. Por desgracia, a menudo un gran nimero de proposiciones y teore-
mas icos tratan de universos que no se prestan al uso del método exhaustivo.

Por ejemplo, si qt establecer o d un resultado para los enteros o para
los nﬁmeros reales, no podemos utilizar un método caso por caso como ¢l del ejemplo
2.53. ;Qué podemos hacer entonces?

Emp por considerar la siguiente regla.

Estaregla indica que la verdad de una proposicién abierta en un caso particular se sigue
(como caso particular) de la verdad méds geneml (para todo el universo) de esa proposicién

abierta cuantificada universal Los si plos nos mostrardn cémo aplicar
esta idea.

a) Para el universo de todas las personas, consideremos las proposiciones abiertas
m(x): xes un profesor de matemdticas c(x): xhaestudiado célculo.

I ey elsi

Todos los profesores de mateméticas han estudiado cdlculo.
Leona es profesora de mateméticas.
Por lo tanto, Leona ha estudiado célculo.

Si representamos como / a esta mujer en particular (de nuestro universo) llamada
Leona, entonces podemos escribir este argumento en forma simbélica como
Vx[m(x)— c(x)]
m(l)
se(l)
Aqui, las dos proposiciones que quedan arriba de la linea son las premisas del
argumento ¥ la proposicion c(/) que estd abajo de la linea es su conclusién. Esto es
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b)

comparable alo que se dijoenla seccion 2.3, excepto que ahora tenemos una premisa
dada por una proposicién cuantificada universalmente. Como en el caso de la sec-
ci6n 2.3, hemos supuesto que todas las premisas son verdaderas y debemos tratar de

bié Ahora

establecer que, en estas circt ias, la conclusién es verdad
bien, para establecer la validez de un arg y dado, proced como sigue.
Pasos Razones
1) Vx[m(x)—c(x)] Premisa
2) m(l) Premisa
3) m(D—c(l) Paso (1) y la regla de especificacién universal
4) e Paso (2) y (3) y Modus Ponens

Observe que las proposiciones de los pasos (2) ¥ (3) no son proposiciones cuan-
tificadas. Son los tipos de proposiciones que estudiamos al principio del capitulo.
En particular, podemos aplicar las reglas de inferencia que aprendimos en la sec-
cién 2.3 a estas dos proposiciones para deducir 1a conclusién del paso (4).

Aqui vemos que la regla de especificacion universal nos permite tomar una
premisa cuantificada universalmente y deducir de ésta una proposicién ordinaria
(es decir, no cuantificada). Esta proposicién (ordinaria), llamadam(l) — c(D),esun
caso verdadero especifico de la premisa verdadera cuantificada universalmente
Yx{m(x) = c(x)].

Para un ejemplo de naturaleza més matemdtica, consideremos el universo de todos
los tridngulos que hay en el plano, junto con las proposiciones abiertas

p(f): 1 tiene dos lados de igual longitud
g(#): 1 es un tridngulo isésceles
r(f): ttiene dos dngulos de igual medida.
Vamos a centramos en un tridngulo especifico que no tenga dos sngulos de igual
\cedida. Este tridngulo se llamard XYZ'y se designard con.c. Entonces vemos que el
argumento
En ¢l trigngulo X¥Z no hay dos dngulos deigual  —r(c)
medida.
Si un tridngulo tiene dos lados de igual longitud, Ve[ p(t)—q(@)]
entonces es un isésceles.
Si un tridngulo es isGsceles, entonces tiene dos Vilg()—r(0]
4ngulos de igual medida.
Por lo tanto, ¢l tridngulo XYZ no tiene dos lados p(0)
de igual longitud.

es vilido, como se muestra a continuacién.

Pasos Razones

1) Ye[p(d)—q(®)] Premisa

2) plc)—qlc) Paso (1) y la regla de especificacion universal
3) Vig(n)—r@)] Premisa

4) g(c)—r(c) Paso (3) y la regla de especificacién universal
5) plc)—r(c) Pasos (2)y (4) y laley del silogismo

6) r(c) Premi

misa
7 ~ople) Pasos (5)y (6) y Modus Tollens
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<)

Una vez més podemos ver la utilidad de la regla de especificaci6n universal. Ea
este caso se tomaron las proposmmnes cuannﬁcadas universalmente en los
(1) ¥ (3) y la regla produjo las prop (ordinarias) de los pasos (2) y (4‘
respectivamente. Entonces, en m momento pudimos aplicar las reglas de infe
que aprendimos en la seccién 2.3 (la ley del silogismo y el Modus Tollens)
obtener la conclusién —p(e) del paso (7).
jAhora, el dltimo argumento para que todo quede claro! Consideremos el univ
de todos los estudiantes de una escuela especifica. Designaremos a una estudi
particular, Marfa, como m.
Para este universo y las proposiciones abiertas

J(x): xestiensupenilimoafio s(x): xestden sudltimo afio
p(x): xestd inscrita en una clase de educacién fisica

consideremos el siguiente argumento:

Ninguna estudiante de pentltimo o Gltimo afio estd
inscrita en una clase de educacién fisica.

Maria estd inscrita en una clase de educacion fisica.
Por lo tanto, Maria no es una estudiante de iltimo afio.

En forma simbélica, este argumento se convierte en

Vx[(j(x) v s(x))—=p(x)]
p(m)

ﬂj‘imi

Los pasos (y razones) siguientes establecen la validez de este argumento.

Pasos Razones

1) Vx[(j(x)\/s(x))—>-p(x)] Premisa

2) p(m) Premisa

3) (j(m)\vs(m))—-p(m) Paso (1) y la regla de especificacién
universal

4) p(m)—(j(m)\/s(m)) Paso (3}, (g2 )= (mr> g ylaleydela
doble negacién

5) p(m)— (nj(m)A-s(m))  Paso(4) y laley de De Morgan

6) j(m)A-s(m) Pasos (2) y (5) y laregla de separacién
(o Modus Ponens)

7) ~as(m) Paso (6) y la regla de simplificacién
conjuntiva.

En el ejemple 2.54 tuvimos nuestra primera oportunidad de aplicar la regla de especifi-
cacién universal. Usando esta regla junto con las de Modus Ponens (o regla de separacién)
y Modus Tollens, podemos establecer las siguientes analogias correspondientes, cada una
de las cuales implica una premisa cuantificada universalmente. En cada caso, considere-
mos un universo fijo con un elemento especifico ¢, y usaremos las proposiciones abiertas
P(x), g(x) definidas para este universo.
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(1) Vx[px)—g(x)] (@ Yx[px)—g()]
ple) 24(c)
~q(c) ~p(e)

Estos dos argumentos vilidos se presentan aqui por la misma razén que los presentamos
para las reglas de inferencia, Modus Ponens y Modus Tollens, en la secci6n 2.3 (durante el
andlisis que aparece entre los ejemplos 2.26 y 2.27). Queremos analizar algunos posibles
errores que pueden surgir cuando no se usan correctamente los resultados (1) y (2).

Comenzaremos con el universo de todos los poligonos que hay en el plano. Dentro de
este universo, denotamos con ¢ a un poligono especifico, el cuadrilitero EFGH, cuyo
4ngulo E mide 91°. Para las proposiciones abiertas

p(x): xesun cuadrado g(x): x tiene cuatro lados,
los siguientes argumentos no son vélidos.

D] Todos los cuadrados tienen cuatro lados.
El cuadrildtero EFGH tiene cuatro lados.
Por lo tanto, ¢l cuadrilitero EFGH es un cuadrado.

En forma simbélica, este argumento se traduce en

a Vx[p(x)—q(x)]
q(c)
pi )

Por desgracia, aunque las premisas son verdaderas, la conclusin es falsa. (En un cuadra-
do no hay un 4ngulo que mida 91°.) Es cierto que podria haber una confusién entre este
argumento y el argumento valido (1) anterior. Ya que en este caso, cuando aplicamos la
regla de especificacion universal a la premisa cuantificada (1"), obtenemos el argumento
no vdlido

plc)—>q(c)
q(c)
)
Y aqui, como en la secci6n 2.3, el error en el razonamiento se encuenira en ¢l intento de
argumentar mediante ¢l reciproco. i
Podemos dar un segundo argumento no vilido, ¢l cual surge del mal uso del argumento
(2) anterior, como s¢ muestra a continuacion:

Todos los cuadrados tienen cuatro lados.
El cuadrildtero EFGH no es un cuadrado.
Por lo tanto, el cuadrilstero EFGH no tiene cuatro lados.

Al traducir (2°) a una forma simbélica obtenemos

Vx| p(x)—>g(x)]
ap(c) @)
=)
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Esta vez, la regla de especificacién universal produce

ple)—q(c)
2p(e)
S glLe,

que es donde surge la falacia al tratar de argumentar por el inverso.

Observemos de nuevo las tres partes del ejemplo 2.54. Aunque los argumentos
tados ahi tenfan como premisas proposiciones cuantificadas universalmente, en ningin
caso apareci6 como conclusién una proposicién cuantificada universalmente. Ahora que-
remos remediar esta situacion, ya que muchos teoremas de matemdticas tienen la forma,
una proposicién cuantificada universalmente. Para hacer esto necesitamos considerar
siguiente.

Empecemos con un universo dado y una proposicién abierta p(x). Para establecer la
verdad de la proposici6n Vx p(x), debemos establecer la validez de p(c) para cada elemen-
to ¢ del universo dado. Pero si el universo tiene muchos elementos o, por ejemplo, contiene
a todos los enteros positivos, entonces esta exhaustiva (o ex ) tarea de valid:
de cada p(c) se torna dificil, si no es que imposible. Para evitar esta situacién, demostrare-
mos que p(c) es verdadera, pero lo haremos para el caso en que ¢ denota un elemento
especifico pero arbitrario del universo prescrito.

Sila proposicién abierta anterior p(x) tiene la forma g(x) — r(x), para las proposiciones
abiertas g(x) y r(x), entonces debemos suponer, como premisa adicional, que g(c) es ver-

dadera e intentar deducir la verdad de r(c), usando definici axiomas, de-
mostrados con anterioridad y los principios 16gicos que! hsmos emtudmdo Ya que cuando
g(c) es falsa, la implicacién g(c) — r(c) es dadera, p del valor de
verdad de r(c).

La razén por la que el elemento ¢ debe ser arbitrario (0 genérico) es para garantizar que
lo que hagamos y demostremos de ¢ sea aplicable a fodos los demés elementos del univer-
s0. Por ejemplo, si trabajamos con ¢l universo de todos los enteros, no podemos elegir ¢ de
‘manera arbitraria como 4, 0 como un entero par. En general, no podemos adoptar hipétesis
acerca de la eleccidn de ¢, a menos que esas hipétesis sean vilidas para todos los elemen-
tos del universo. Aplicamos la palabra genérico al elemento ¢ para indicar que nuestra
eleccidn (de c) debe compartir todas las caracteristicas comunes de los elementos del uni-
verso dado.

El principio que hemos descrito en los tres parrafos anteriores es el siguiente.
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Antes de demostrar el uso de esta regla en otros ejemplos, quisiéramos regresar a la
parte (1) del ejemplo 2.44 de la seccion 2.4. Vemos entonces que la explicacién dada ahi
para establecer que

vx[p(x) A g NAr ()] & Vx[(p(x) Ag(x)) Ar(x)]

anticipaba lo que ahora hemos descrito con detalle como las reglas de la especificacion y
la generalizacién universales.

Ahora pasaremos a un ejemplo que es estrictamente simbélico. Este ejemplo nos ofrece
una oportunidad de aplicar la regla de la generalizacién universal.

Sean p(x), g(x) y r(x) proposiciones abiertas definidas para un universo dado. Mostrare-
mos que ¢l argumento

Vx[p(x)—q(x)]
Vxlg(x)—r(x)]
~¥x[p(x)—r(x)]
es vilido considerando lo siguiente.
Pasos Razones
1) ¥x[p(x)—g(x)] Premisa
2) ple)—qle) Paso (1) y la regla de la especificacién universal
3) Vx[g(x)—r(x)] Premisa
4) g(c)—=r(c) Paso (3) y laregla de la especificacién universal
5) p(c)—r(c) Pasos (2) y (4) y la ley del silogismo
6) -~ Yx[p(x)—r(x)] Paso (5) vy laregla de la generalizacién universal

En este caso, ¢l elemento ¢ introducido en los pasos (2) y (4) es el mismo elemento
especifico pero elegido arbitrariamente del universo. Puesto que este elemento no tiene
propiedades especiales o distintivas sino que comparte todas las caracteristicas comunes
de cualquier otro elemento del universo, podemos usar la regla de la generalizacién uni-
versal para ir del paso (3) al pase (6).

De este modo, finalmente tenemos un argumento valido en el que una proposicién
cuantificada universalmente aparece como conclusidn, asf como entre las premisas.

La pregunta que podria venir a la mente del lector se referiria al aspecto practico: ;cudndo
necesitariamos utilizar el argumento del ejemplo 2.55? De hecho, ya lo hemos utilizado
(tal vez en forma inconsciente) en cursos anteriores de dlgebra y célculo, como lo demues-
tra el siguiente ejemplo.

a) Para el universo de los nimeros reales, consideremos las proposiciones abiertas
plx): 3x—-7=20 g(x): 3x=27 r(x): x=9.

Desarrollaremos la siguiente solucion de una ecuacion algebraica en forma paralela
al argumento vélido del ejemplo 2.55.
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1) Si3x -7 =20, entonces 3x =27. Vx[p(x)— q(x)]
2) Si3x=27, entoncesx=9. Vx[g(x)—r(x)]
3} Porlo tanto, si 3x — 7 =20, entonces x = 9. ~¥x[p(x)—r(x)]
b) Cuando trabajamos con el universo de todos los cuadrildteros de la geometria pla-

na, es probable que relacionemos de la forma siguiente:

“Como todo cuadrado es un rectdngulo y todo rectingulo
es un paralelogramo, se sigue que todo cuadrado es un paralelogramo™.

En este caso estamos utilizando el argumento del ejemplo 2.55 para las proposicio-
nes abiertas

p(x): xesuncuadrado g(x): xesunrectdngulo r(x): xesun paralelogramo.

Analizaremos ahora la validez de otro argumento.

Los pasos y razones necesarios para establecer la validez del argumento

Vx[p(x) v q(x)]
Vx[Cp(x) Ngx))— r(x)]
V()= p()]
son los siguientes. [El elemento ¢ estd en el umve:so aﬂgnado al argumcnto Ademis,

como la conclusién ¢s una implicacién cuantifi d suponer
—r(c) como una premisa adicional, como ya mencionamos al prmma.r la regla de la

generalizacién universal.]

Pasos Razones

D Vx[p(x)va()] Premisa

2) ple)vgle) Paso (1) y la regla de la especificacién
universal

3 Va[(p() A g(x)—r(x)] Premisa

4) [p(e) Ngle)]—=r(e) Paso (3) y laregla de la especificacién
universal

5) ar(c)—=[nple) Nale)] Paso (4)y s =1 —t—> =5

6) ~r(c)—[p(c)\vg(c)] Paso (5), ley de De Morgan y la ley de la
doble negaci6n

7 orle)

8) ple)vgle) Premisa (supuesta)

9 [p(c)\Vva@IAlpc)vqgle)] Pasos (7) y (6) y Modus Ponens
Pasos (2) y (8) y la regla de la conjuncién

10) p(c)V[g(c)Ag(e)] Paso (9) y 1a propiedad distributiva de
V sobre A

11) p(c) Paso (10), glc) A —glc) & F
yple) V Fy ple)

12) .. ¥x[ar(x)—p(x)] Pasos (T)y (11) ylareglade la

generalizacién universal
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Antes de proseguir, queremos mencionar un convenio que tal vez no agrade al lector
pero al que deberd acostumbrarse. Se refiere a nuestro tratamiento de las reglas de la
especificacién y generalizacion universales. En el primer caso, partimos de la proposicién
¥x p(x) y después trabajamos con p(c) para algiin elemento especifico ¢ de nuestro univer-
0. Para la regla de la generalizacion universal, utilizamos la proposicion verdadera p{c)
para deducir la verdad de ¥x p(x) a partir de la de p(c), donde ¢ es un elemento arbitrario
del universo. Por desgracia, usaremos con frecuencia la letra x en vez de ¢ para denotar el
elemento arbitrario, pero mientras comprendamos lo que ocurre, pronto veremos que el
convenio es bastante fécil de usar.

Los resultados del ejemplo 2.55 v, en particular, del ejemplo 2.57, nos indican que
podemos utilizar las proposiciones cuantificadas universalmente y las reglas de inferencia,
incluyendo las reglas de especificacion y generalizacién universal, para formalizar y de-
mostrar muchos tipos de argumentos y (esperamos) teoremas. Cuando hacemos esto, pa-
rece que la validaci6n incluso de argumentos cortos requiere varios pasos, ya que hemos
sido muy meticulosos e incluido todos los pasos y razones; hemos dejado poco. por no
decir nada, a la imaginacién. El lector puede estar seguro de que al comenzar a demostrar
teoremas matemdticos, presentaremos las demostraciones en un estilo de texto corrido
mis convencional. Ya no mencionaremos todas y cada una de las aplicaciones de las leyes
de la I6gica, ¢l resto de las tautologias o las reglas de inferencia. En algunos casos, subra-
yaremos alguna regla de inferencia, pero nos centraremos principalmente en el uso de
definiciones, axiomas y principios matematicos (distintos de los que aparecen en ¢l estu-
dio de la 16gica) y los demés teoremas (anteriores) que hayamos podido demostrar. jPara
qué estudiar entonces todo este material de validacion de argumentos? Porque esto nos
proporciona un marco de referencia al cual recurric cuando dudemos de un intento de
demostracion. Si surge una duda, tenemos nuestro estudio de la 16gica, que nos proporcio-
na los medios (un tanto mecénicos, pero estrictamente objetivos) para ayudarnos a decidir.

Ahora presentaremos algunas demostraciones con un estilo de texio corrido para algu-
nos resultados relativos a los enteros. (Estos resultados pueden considerarse casi obvios;
de hecho, encontraremos algunos que ya hemos visto y usado. Sin embargo, nos propor-
cionan un marco excelente para escribir al demostraci imples.) Las demostra-
ciones utilizan las siguientes ideas, que definiremos formalmente. [La primera idea fue
mencionada antes, en la parte (b) del ejemplo 2.52.]

Definicién 2.8

Sea n un entero. Decimos que n es par si n es divisible entre 2; es decir, si existe un entero
rtal que n = 2r. Si 7 no es par, entonces decimos que 7 ¢s impar; para este caso, existe un
enterostalque n=2s+ 1.

TEOREMA 2.2

Para todos los enteros k y I, si k, I son impares, entonces k + [ es par.
Demostracién: En esta demostracién numeraremos los pasos para referirnos a ellos en
comentarios posteriores. Después ya no los numeraremos.

1) Como ky ! son impares, podemos escribirlos como k=2a + 1y [=2b+ 1, para
algunos enteros a, b. Esto es por la definicién 2.8.
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2) Entonces

k+l=Q2a+1)+(2b+1)
=2a+b+1),

en virtud de las propiedades conmutativa y asociativa de la suma y la propiedad
distributiva de la multiplicacién sobre la suma, que valen para los enteros.

3) Como a, b son enteros, a + b + 1 = c es un entero; y como k + [ = 2¢, s¢ sigue de la
definicién 2.8 que k + [ es par.

Comentarios

1) Enel paso (1) de la demostracién anterior, elegimos k y I de manera arbitraria y por
ello sabemos que el resultado obtenido es verdadero para todos los enteros impares,
por la regla de generalizacion universal.
Aunque no nos hayamos dado cuenta, hemos usado la regla de especificacién uni-
versal (dos veces) en el paso (1). El primer argumento implicito en este paso s¢ lee
<Omo sigue.

i) Sin es un entero impar, entonces n = 2r + 1 para algidn entero r.

ii) El entero k es un entero impar especifico (pero elegido en forma arbitraria).
iii) Por lo tanto, podemos escribir k = 2a + 1 para algin entero a (especifico).
Enelpaso (1) notenemosk=2a+ 1 yl=2a+ 1. Comok, / fueron arbitrarios, puede
ocurrir que k = [; y cuando esto sucede, tenemos que 2a + 1 =k=1=2b+1,delo
cual se sigue que a= b. [Como k podria ser diferente de /, se sigue que (k— 1)/2=a
podria ser distinto de b = (/- 1)/2. Asf que debemos usar variables a y b diferentes.]

2

-

3]

=z

Antes de proceder con otro teorema, escrito de manera mds convencional, examinemos
1o siguiente.

Consideremos la siguiente proposicién para el universo de enteros.
Si n es un entero, entonces 7= n; 0 bien, Valn'=n].

Ahora bien, paran = 0 es cierto que n* = 0°=0=n.Y si n= 1, también es cierto que ’=
1* =1 = n. Sin embargo, no podemos concluir que n*= n para cada entero n. La regla de
generalizacién universal no se aplica aqui, ya que no podemos considerar la eleccién de 0
(o 1) como si se hubiera realizado arbitrariamente. Sin = 2, tenemos que n*=4 = 2 = n;
este tinico contragjemplo es suficiente para mostrar que la proposicién dada es falsa. Sin
embargo, cada uno de los reemplazos anteriores,n= 0 on= 1, es suficiente para establecer
la verdad de la proposicién

Para algin entero n, n*= n, o, In[n’= n).

Por gltimo, cerramos la secci6n con tres resultados que muestran c6mo escribiremos
las demostraciones en el resto del texto.
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TEOREMA 2.3

Para todos los enteros k y 1, si k y  son impares, entonces también su producto kl es impar.
Demostracién: Como k y I son impares, por la definicién 2.8, podemos escribirlos como k
=2a+1yI=2b+ 1, para algunos enteros a, b. Entonces ¢l producto k= 2a+ 1)(2b+ 1)
=dab+2a+2b+1=2(2ab+a+b) + 1,donde 2ab+ a + b es un entero. Por lo tanto, una
vez més por la definicidn 2.8, se sigue que ki es impar.

La demostracién anterior es un ejemplo de demostracién directa. En nuestro siguiente
¢jemplo demostraremos un resultado por tres vias: primero por un argumento directo (o
demostraci6n), después por el método de la contrapositiva y finalmente por el método de
contradicci6n. [Para la demostracién por (el método de) contradicci6n afiadiremos algu-
nos detalles, ya que es nuestra primera oportunidad de usar esta técnica.] Sin embargo, el
lector no debe supener que todos 1os teoremas pueden demostrarse fécilmente de varias
formas.

TEOREMA 2.4

Si m es un entero par, entonces m + 7 es impar.
Demostracion:

1) Como m es par, lenemos que m = 24 para algin entero a. Entonces m + T=2a+7

=2a+6+1=2(a+3)+1.Comoa +3 es un entero, tenemos que m + 7 es impar.
2) Supongamos que m + 7 no es impar; por lo tanto, es par. Entonces m + 7 = 2b para
algunabym=2b-T7=2b-8+1=2(b-4)+ 1, donde b — 4 es un entero. Por lo
tanto, m es impar. [El resultado se sigue del hecho de que las proposiciones de la
forma V| p(m) — q(m)] y Ym[—g(m) — —p(m)] son I6gicamente equivalentes.]
Ahora supongamos que m es par y que también m + 7 es par. (Esta suposicion es la
negacién de lo que deseamos demostrar.) Entonces, m + 7 par implica que m + 1=
2¢ para algiin entero . Y, en consecuencia, m=2c—7=2c—8+1=2(c—4) + 1 con
¢ — 4 entero, por lo que m es impar. Aqui aparece la contradiccién: empezamos con
m par y ahora hemos deducido m impar, una situacién imposible, ya que no puede
haber un entero que sea par ¢ impar a la vez. ;C6émo llegamos a este dilema? Muy
simple: jcometimos un error! Este error es la hipétesis falsa de que m + 7 ¢s par, que
supusimos al comienzo de la demostracién. Como la hipGtesis €s falsa, su negacién
es verdadera y m + 7 es impar.

3

=

Lasegunda y tercera d aciones del 2.4 son muy similares. Esto se debe a
que la contradiccién obtenida en la tercera demostracién surge de la hipétesis del teorema
y su negacién. Més adelante veremos (en el siguiente capitulo) que también podemos
obtener una contradiccién al llegar a la negacién de un hecho conocido, un hecho que no
sea la hipétesis del teorema que s¢ intenta demostrar. Sin embargo, por ahora, pensemos
un poco més en esta analogia. Supongamos que partimos de las proposiciones abiertas
p(m) y g(m), para un universo dado, y consideremos un teorema de la forma Ym[p(m) —
g(m)). Si intentamos demosirar este resultado por el método de 1a contrapositiva, entonces
estaremos demostrando la proposicién légicamente equivalente Ym[—g(m) = —p(m)].
Para hacer esto, suponemos que —¢g(m) es verdadera (para cualquier m especifico, pero
elegido en forma arbitraria del universo) y mostramos que esto implica que —p(m) es
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verdadera. Por otro lado, si queremos demostrar el teorema V[ p(in) — g(m)] por ¢l mé-
todo de demostracién por contradiccién, entonces suponemos que la proposicidn Vm[ p(m)
—> g(m)] es falsa. Esto equivale al hecho de que p(m) — g(m) sea falsa para al menos un
reemplazo de m del universo; es decir, existe algiin elemento m en el universo para el que
p(m) es verdadera y g(m) es falsa [0 bien, ~g(m) es verdadera). Usamos este hecho (la
verdad de p(m) y —4g(m)) para obtener una contradicci6n. [En la tercera demostracién del
teorema 2.4 obtenemos p(m) A —p(m).] Estos dos métodos pueden compararse simb6li-
camente como sigue, cuando el 7 elegido para el método de contradicci6n es especifico
pero elegido arbitrariamente.

Hipétesis Resultado obtenido
Contraposicién ~g(m) —p(m)
Contradiccién p(m) y ~g(m) F

En general, si podemos demostrar un teorema de manera directa o indirecta, resultard
menos enredado el método directo que el indirecto. (Esto parece ser el caso de las tres
demostraciones presentadas en el teorema 2.4.) Cuando no tengamos una direccion fija
para intentar la demostracién de cierto teorema, podemos empezar con un método directo.
Si tenemos éxito, estd muy bien. Si no, debemos intentar ercontrar un contragjemplo de lo
que crefamos era un teorema. Si nuestra bisqueda del contrajemplo falla, entonces debe-
mos tratar con el método indirecto. Podriamos demostrar la contrapositiva del teorema, u
obtener una contradiccién, como lo hicimos en la tercera demostracién del teorema 2.4,
suponiendo que la hipétesis y la negacién de la conclusién (para algin elemento m del
universo) son verdaderas en el teorema dado.

Concluiremos esta seccién con otra demostracién indirecta por el método de contrapo-
sicion.

TEOREMA 2.5

Para todos los niimeros reales positivos xy , si el producto xy es mayor que 25, entonces
x>50y>5.

Demostracién: Consideremos la negacién de la conclusidn; es decir, supongamos que 0 <
x = 5y0<y = 5. En estas circunstancias, tenemos que 0 <x-y < 5 - 5 =25, por lo que
el producto xy no es superior a 25. (Este método indirecto de demostracién establece ahora
la proposici6n dada, ya que sabemos que una implicacién es Igicamente equivalente a su
contrapositiva.)

EJERCICIOS 2.5

1. ¢(En el ejemplo 2.53, por qué nos detuvimos en 26 y no en 287
2. ;Por qué no incluimos los enteros impares entre 2 y 26 en el gjemplo 2.537

3. Utilice el método de exaustivo para mostrar que cada entero par entre 30 y 58 (incluyendo 30
y 58) puede escribirse como la suma de no mds de tres cuadrados perfectos.

4. Sean un entero positivo mayor que 1. Decimos que n es primo si los tinicos enteros positivos
que dividen (exactamente) az son 1 y el propio . Por ejemplo, los primeros siete primos son
2,3,5,7. 11,13 y 17. (Aprenderemos mis acerca de los primos en el capitulo 4.) Utilice el
método exhaustivo para demostrar que cada entero par, en el universo 4, 6, 8, . . . , 36, 38,
puede escribirse como la suma de dos primos.
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5. Para cada uno de los siguientes universos y parejas de proposiciones, utilice la regla de espe-
cificacién universal, asi como el Modus Ponens o Modus Tollens, para llenar la linea en blanco
¥ obtener un argumento vélido.

a) [El universo comprende todos los mimeros reales.]
Todos los enteros son niimeros racionales.
EIl mimero real p no €5 un nimero racional.

b) [El universo comprende la poblacién actual de Estados Unidos.]
Todos los bibliotecarios conocen el sistema de clasificacién de 1a Biblioteca del Congreso.

.. Margarita conoce el sistema de clasificacién de Ia Biblicteca del Congreso.
¢) [El mismo universo de la parte (b).]

Sandra es directora administrativa.
..Sandra sabe c6mo delegar autoridad.

d) [E! universo consta de todos los cuadrilteros del plano.]
Todos los rectingulos son equiangulares.

..El cuadrildtero MNPQ no es un rectingulo.

€) [El universo es el mismo que en la parte (b).]
Las personas conscientes de los riesgos del colesterel evitan comer higado.
Greta es una persona consciente de los riesgos del colesterol.

6. Determine cuéles de los siguientes argumentos son vélidos y cuéles no. Explique cada respues-
ta. (El universo consta de todas las personas que residen actalmente en Estados Unidos.)
a) Todos los carteros llevan una lata de aerosol irritante.

El sefior Beltrén es cartero.
Por lo tanto, el sefior Beltrén lleva una lata de aerosol irritante.
b) Todos los ciudadanos respetuosos de la ley pagan sus impuestos.
El sefior Pérez paga sus impuestos.
Por lo tanto, el sefior Pérez es una persona que obedece la ley.
) Todas las personas que se preocupan por ¢l ambiente reciclan sus recipientes de pléstico.
Margarita no se preocupa por el ambiente.
Por lo tanto, Margarita no recicla sus recipientes de pléstico.
d) Ningiin estudiante consciente deja las tareas inconclusas.
Antonieta no deja inconclusas sus tareas.
Por lo tanto, Antonieta es una estudiante consciente.

7. Para un umverso dado y cualesquiera proposiciones abiertas p(x), g(x) en la variable x, de-
muestre que
2) 3x [p(x)ve(@]e3x p(x)\v3Ax g(x)
b) Vx [p(x) Ng(m)]eVx p(x) AVx g(z)
8. a) Sean p(x), g(x) proposiciones abiertas en la variable x, con un universo dado. Demuestre
que

Vx p(x)\/ ¥x g(x) > Vx [p(x) v g(x)].

[Es decir, demuestre que si la proposicién ¥z p(x) V Vx g(x) es verdadera, entonces la
proposicién Va[p(x) V g(x)] es verdadera.]

b) Encuentre un contragjemplo para la reciproca de la parte (2). Es decir, encuentre proposi-
ciones abiertas p(x), g(x) y un universo tal que ¥x{p(x) V g(x)] sea verdadera y ¥x p(x) V
Vx gix) falsa.
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9. Dé las razones para los pasos de verificacién del siguiente argumento. (En este caso, a denota:
un elemento arbitrario pero especifico del universo dado.)

Vx[p(x)—(g(x) Ar(x))]
Vx[p(x) As(x)]
= ¥xr(x) As(x)]
Pasos Razones
1) Vx[p(x)—(g(x) Ar(x))]
2) Valp(x) Asx)]
3) p(a)—>(g(a)\r(a))
4) p(a)\s(a)

pla)

6 g(a)/\r(a)
r(a)

8) s(a)

9 r(a)Ns(a)
10) - Vx[r(x) As(x)]

10. Escriba las razones que faltan para los pasos de verificacion del siguiente argumento:

Vxlp(x)va(x)]
xp(x)
Vxlg(x) v r(x)]
Vx[s(x)—r(x)]
~3Ax(ns(x))

Pasos Razones

D Vi[pGx)veG)] Premisa

2) Fx-px) Premisa

3) -pa) Paso (2) y definicién de verdad para
Jx —p(x). [En este caso, a es un elemento
(reemplazo) del universo para el cual
—p(x) es verdadera.] La razén que justifica
este paso también se conoce como la
regla de la especificacién existencial.

4 pla)vale)

5 g

6 Vx[glx)vr(x)]
7 g(a)vra)

8)  gq(a)—r(a)

9 ()

10) Vx[s(x)—-r(x)]
11) s(@)—-r(a)

12) r(a)—-s(a)

13) -s(a)

14) . 3x(ns(x)) Paso 13 y la definici6n de verdad para

Jx(—s(x)). La razén de este paso también
se conoce como regla de generalizacicn
existencial.

11. Escriba el siguiente argumento en forma simbélica. Verifique entonces la validez del argumen-
to 0 explique por qué no es vélido. [Supongamos que el universo abarca a todos los adultos
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(mayores de 18) que residen actualmente en la ciudad de Las Cruces, Nuevo México. Dos de
estas personas son Roxana ¢ Inés.]

Todos los empleados de una unién de crédito deben saber COBOL. Todos los empleados de la
unién de crédito g de las solicitudes de préstamos deben conocer Quattro. Roxana
trabaja para la unién de crédito, pero no sabe usar Quartro. Inés sabe Quattro pero no COBOL.
Por lo tanto, Roxana no se encarga de solicitudes de préstamos e Inés no trabaja para la uni6n
de crédito.

12. Dé una demostracién directa (como en el teorema 2.3) de lo siguiente.

a) Para todos los enteros k y I, si k, I son pares, entonces k + [ es par.
b) Para todos los enteros k y I, si k, I son pares, entonces k! es par.

13. Realice una demostraci6n indirecta [como en la parte (z) del teorema 2.4] para cada una de las
siguientes proposici ; hdgalo iendo y demostrando la contrapositiva de cada pro-
posici6n.

a) Para todos los enteros k y I, si Al es impar, entonces tanto k como [ son impares.
b) Paratodos los enteros k y I, si k + [ es par, entonces k y { son los dos pares o los dos impares.

14. Demuestre que para cualquier entero n, si n* es impar, entonces » es impar.

15. Realice una demostracion por contradiccién de lo sigui Para quier entero n. si n® es
impar, entonces n es impar.

16. Demuestre que para todo entero z, n” s par si y s6lo si n es par.

17. D el si Itado de tres formas (como en el teorema 2.4): Si n es un entero
impar, entonces n + 11 s par.

18. Sean m, n dos enteros positivos. Demuestre que si m, n son cuadrados perfectos, entonces el
producto mr también es un cuadrade perfecto.

19, Demuestre, o demuestre que es falso: Si m, n son enteros positivos y m, n son cuadrados per-
fectos, entonces m + n es un cuadrado perfecto.

20. Demuestre, o demuestre que es falso: Existen enteros positivos m, n tales quem, n'y m +n son
cuadrados perfectos.

21. Demuestre que para todos los mimeros reales x, y, si x +y = 100, entonces x = 500y = 50.

2.6
" Resumen y repaso historico

En este segundo capitulo se han inroducido algunos fundamentos de la logica; en particu-
lar, algunas de las reglas de inferencia y métodos de demostracién necesarios para estable-
cer teoremas matematicos.

El primer estudio sistemético del razonamiento l6gico se encuentra en la obra del fil6-
sofo griego Aristdteles (384-322 a.c.). En sus tratados de 16gica, Aristételes presenté una
colecci6n de principios para el razonamiento deductivo. Estos principios tenian por objeto
ofrecer una base para el estudio de todas las ramas del conocimiento. En una forma modi-
ficada, este tipo de IGgica se ensefi6 hasta y durante la Edad Media.

El matemético alemin Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) ha sido considerado
frecuentemente como el primer filésofo que intentd desarrollar la 16gica simbélica como
un lenguaje cientifico universal. Asi lo manifest6 en su ensayo De Arte Combinatoria,
publicado en 1666. Su investigacién en el 4rea de la 16gica simbélica, realizada de 1679 a
1690, dio un gran impulso a la creacién de esta disciplina matematica.
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Aristoteles (384-322 ac.)

Después de la obra de Leibniz, hubo pocos cambios hasta el siglo XIX, cuando el mate-
mitico inglés George Boole (1815-1864) cred un sistema de l6gica matematica que pre-
senté en 1847, en el panfleto The Mathemarical Analysis of Logic, Being an Essay Towards
a Calculus of Deductive Reasoning. En el mismo afio, el también inglés Augustus De
Morgan (1806—1871) publicé Formal Logic; or, the Calculus of Inference, Necessary and
Probable. Su obra extendi6 considerablemente el trabajo de Boole en varias direcciones.
Después, en 1854, Boole expuso en detalle sus ideas y sus posteriores investigaciones en
su notable obra An Investigation in the Laws of Thought, on Which Are Founded the
Mathematical Theories of Logic and Probability. (Es interesante observar que, ademds de
su trabajo en ¢l 4rea de 16gica, Boole también escribi6 libros de texto para el estudio de las
ecuaciones diferenciales y de las ecuaciones en diferencias. Estos libros de texto se usaron
en Inglaterra hasta ¢l final del siglo xrx.) El Iégico norteamericano Charles Sanders Peirce
(1839-1914), quien también era ingeniero y filésofo, introdujo el concepto formal de
cuantificadoer en ¢l estudio de la 16gica simbélica.

Los conceptos formulados por Boole fueron ampliamente examinados en la obra de
otro estudioso alemdn, Ernst Schroder (1841-1902). Estos resultados se conocen co-
lectivamente como Vorlesungen iiber die Algebra der Logik; se publicaran entre 1890 y
1895.

Los desarrollos posteriores en el 4rea consideraban un enfoque incluso més moderno
que se vio en el trabajo del I6gico alemén Gottlieb Frege (1848-1925) entre 1879 y 1903.
Esta obra influy6 en forma significativa sobre los mc ales Principia Math ica
(1910-1913) de los ingleses Alfred North Whitehead (1861-1947) y Bertrand Russell
(1872-1970). Aqui rindié sus frutos la obra de Boole. Gracias a este enorme esfuerzo ya
las obras de otros matemdticos y 16gicos del siglo xx, en particular, la amplia Grundlagen
der Mathematik (1934—1939) de David Hilbert (1862-1943) y Paul Bernays (1888-1977),
disponemos de las refinadas técnicas de la 16gica matemdtica contemporénea.
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George Boole (1815-1864)

Varias secciones de este capitulo han subrayado la importancia de la demostracion. En
mateméticas, una demostracién confiere autoridad sobre algo que de otra forma se dese-
charfa como una simple opinién. La demostracién incorpora el poder y la majestuosidad
del razonamiento puro; pero llega incluso mds alld: da lugar a ideas matematicas nuevas.
Nuestro concepto de demostracién va unido al de (un iado itico cuya
verdad se confirma por medio de un argumento légico o demostracién). A quienes creen
que es posible pasar por alto la importancia de la 16gica y de las reglas de inferencia, les
dedicamos las sabias palabras de Aquiles en “Lo que la 1ortuga dijo a Aquiles” de Lewis
Carroll: “{Entonces la 16gica te tomard por ¢l cuello y te obligard a hacerlo!”

Un tratamiento comparable del material presentado en este capftulo aparece en los ca-
pitulos 2 y 13 del texto de K.A. Ross y C. R. B. Wright [9] y en el capitulo 1 deD. E Stanat
y D. E McAllister [11]. Los dos primeros capitulos del textode S. S. Epp [3] proporcionan
muchos ejemplos y algunas aplicaciones a las ciencias de la computaci6n para quienes
desean saber mds de la 16gica y las demostraciones en un nivel introductorio bastante
comprensible. El texto de H. Delong [2] proporciona un panorama histérico de la ldgica
matemitica, junto con un examen de la naturaleza de sus resultados y las consecuencias
filoséficas de los mismos. Este también es el caso de las obras de H. Eves y C. V. Newsom
[4], R. R. Stoll [12] y R. L. Wilder [13], en los que s¢ examina la relacién entre logica,
demostracién y teoria de conjuntos (el tema de nuestro siguiente capftulo) en su papel de
fund. de las icas.

El texto de E. Mendelson [7] proporciona una interesante introduccién intermedia para
los lectores que deseen estudiar otros temas de la 16gica matemética. Un tratamiento poco
més avanzado es el de la obra de S. C. Kleene [6]. Un recuento de las obras recientes de
|6gica matemética aparece en el compendio editado por J. Barwise [1].

El objetivo de las obras de D. Fendel y D. Resek [S]y R. P, Morash [8] es preparar al
estudiante con conocimientos de cdlculo para las matematicas un poco més tedricas que se
basan enel 4lgebra abstracta y ¢l andlisis real. Cada uno de estos textos ofrece una excelente
introduccién a los métodos basicos de demostracién. Por dltimo, el texto tinico de Solow
[10] esté dedicado en su totalidad a introducir al lector que ya cuenta con bases de mate-
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miticas de bachillerato a las técnicas primarias que se utilizan para desarrollar demostra-

ciones mateméticas.
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b) Traduzca la proposicién de la parte (a) en palabras,
EJERCICIOS -
COMPLEMENTARIOS ﬁempdoquemapmezcaiapalabm“nu en la tra-
duccién.
3. Sean p, g y r proposicis primitivas. D la
. Construya la tabla de verdad para verdad o falsedad (con un contragjemplo) de lo siguiente:
pellghn—==tsvnl 3) [pe(gen]lel(pegor]

b} [p=(g—=n]=l(p—g)—r]

. a) Construya la tabla de verdad para

4. Exprese la negacién de la proposicién p ¢ g en térmi-

(p=g)/\(mp—n). nos de los conectivos A y V.
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5. Escriba la siguiente proposicién como implicaci6n, de
‘maneras, cada una de la forma si-entonces: Catalina
practicar sus lecciones de piano o no ird al cine.
6. Sean p, g, r proposiciones primitivas. Escriba la reci-
Ia inversa y la contrapositiva de cada una de las si-
mﬁ implicaciones:
- ) p(ghr) b (pva)—r
7. ) Para las proposiciones primitivas p, g, encuentre
¢l dual de la proposicién (=p A =g) V (T, A p)

i
r

v p.

b) Use las leyes de la 16gica para mostrar que el re-
sultado de 1a parte (a) es 16gicamente equivalente
ap A —g.

Sean p, g. r 'y 5 proposiciones primitivas. Escriba el
fual de cada una de las siguientes proposiciones compues-
as.

a) (pVg)A(rys)
b) p— (g Ar/s)
o [(pvR) MgV ER)IVIrAsAT]

posiciones primitivas, (p L ) & ~(pV @y (pTa) &
—(p A gl

apligln
By ptligln, (tai(ptn
dpl@tn (@@lateiln

13. Laley del silogismo indica que para cualesquiera propo-
sicionesp, g, r, laproposicién [(p = @) A (g = 1] —=(p—=71)
es una tautologia. Recordemos que en e] egemplo 22dela
seccién 2.1 pr una si ética para dar
sentido a la tabla de verdad de la unpllcamén p—4q.en
particular para el caso en que p tenia el valor de verdad 0.
Enlatabla 2.25, tenemos las otras tres tablas de verdad posi-
bles para la implicacién, determinadas segiin las asignacio-
nes de valores de verdad cuando p es falsa. (Asf, laterceray
cuarta filas son iguales a las dela tabla 2.2 parala implicacién.)
Muestre que para cada una de estas tres tablas de verdad
alternativas, la proposicién [(p =g} A (g =)l = (@ —=r)
ya no es una tautologia.

(pla)ir

9. Encadauno de los si casos, complete el espacio Tabla 2.25
n blanco con la palabra reciproca, inversao 1 2 3
e modo que el resultado sea una proposicién verdadera. P :f i | L Lo |
a) Lareciprocade lainversadep — gesla 0 0 Y 1 0
dep —q. 0 1 0 0 1
b) Lareciprocade lainversadep — gesla 1 0 0 0 0
deg—p. 1 1 1 1 1
©) Lainversade lareciprocadep — gesla
dep =4
d) Lainversadelareciprocadep — gesla 14. Establezca la validez del argumento
deg—=p.
¢) Lareciproca de la contrapositivade p — gesla p—=@NAllgAD—sINT]—=(p—3).
dep — 4.
1) Lareciproca de la contrapositiva de p — Z a5 1: 15. Pruebe la verdad o falsedad de lo siguiente (p, g. 7 son
deg—p. proposiciones arbitrarias).
¢) Lainversa de la contrapositivade p — g es la a) [(prgyrlelpyigyn)]
dep =g b) [p¥(@—n]lelp¥g—(pLn]

0. Para las proposiciones primitivas p, g, r, verifique que
25 proposiciones compuestas p A (g = —r)y ~(—p V q)
{ =(—p V r) son légicamente equivalentes
a) utilizando tablas de verdad
b) recurriendo a las leyes de la l6gica, las reglas de
sustituci6n y cualquier otra equivalencia légica que
convenga.
1. ;Es asociativa la conectiva nand?, es decir, ;son légica-
ente equivalentes las proposiciones p T(g T7) y (P Tg) T
para todas las proposiciones primitivas p, g, ? [Recorde-
s que (p T ) < —(p A g).]
2. Determine si cada una de las siguientes parejas de pro-
osiciones es l6gicamente equivalente. [p, g, r son pro-

o [p—=(@¥nl>lp—a vip—7]

16. Escriba cada uno de los siguientes argumentos en for-
ma simbélica. Establezca después la validez del argumento
o proporcione un contragjemplo para mostrar que no es vé-
lido.

a) Si hace frio el viernes, entonces Cristébal utilizard
su abrigo si los bolsillos estén remendados. El pro-
néstico para el viernes es de clima frio, pero los
bolsillos no estdn remendados. Por lo tanto, Cris-
t6bal no usard su su abrigo este viernes.

b) El contrato se cumplird si y s6lo si las nuevas ven-
tanas se instalan en la casa en junio. Si las nuevas
ventanas se instalan en junio, entonces Cristina po-
drd mudarse a su nueva casa el primero de julio. Si
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no se puede cambiar el primero de julio, deberd a) p(0,0) b) p(1.1)
pagarla renta de julio de su departamento. Las ven- < p(0,1) d) p(0.3)

tanas se instalaron en junio o Cristina debe pagar € ¥Yyp(0,y) f) Jypl,y)

la renta de julio de su departamento. Por lo tanto, g VYryp(x,y) © B Vxdyplxy)
Cristina no tendr4 que pagar la renta de su departa- 0 3y Vrp(x,y) i ¥y3xp(x,y)

mento para el mes de julio.
= Eomiidesiaiion |3 proposiclail ableres 18. Exprese lo siguiente en forma simbélica. El universo:
estd formado por los mimeros reales positivos.

. = 2
plx.y): y—x=y+x a) No existe un niimero real positivo minimo.

nde el universo de cada una de las variables x, y abarca b) Existe un tinico mimero real positivo igual a su cua-
] m Det.emnne ?1 valor de verdad para cada ¢) Todo mimero real positivo tiene un tnico inverso
a de las siguientes proposiciones.

‘multiplicativo.
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Teoria de conjuntos

D ctrds de las mateméticas que estudiamos en dlgebra, geometrfa, combinatoria y casi

todas las demés dreas de las matemdticas contempordneas esté el concepto de conjunto.

Con mucha frecuencia, este conceplo proporciona una estructura subyacente para una
formulaci6n concisa del tema matemético en cuestién. En consecuencia, muchos libros de
matemticas tienen un capitulo introductorio de teoria de conjuntos, ¢ mencionan en un
apéndice aquellas partes de la teoria necesarias en el texto. En nuestro caso, al abrir el libro
con un capitulo acerca de los fundamentos del conteo, pareceria que hemos dejado de lado
la teorfa de conjuntos. En realidad, hemos confiado en la intuicién; cada vez que aparecia
Ia palabra coleccidn en el capftulo 1, hablibamos de un conjunto. También en las seccio-
nes 2.4 y 2.5 utilizamos el concepto de conjunto (aunque no el término) cuando hablamos
del universo (de discurso) para una proposicién abierta.

Tratar de definir un conjunto es bastante dificil y con frecuencia da lugar a un uso
circular de sinénimos como “clase”, “coleccién” y “agregado”. Cuando comenzamos el
estudio de la geometrfa, utilizamos nuestra intuicién para manejar las ideas de punto, linea
e incidencia. Después empezamos a definir nuevos términos y a demostrar teoremas con
base en estas nociones intuitivas, junto con ciertos axiomas y postulados. En nuestro estu-
dio sobre la teorfa de conjuntos volveremos a apelar a la intuicién, esta vez para las ideas
comparables de elemento, conjunto y pertenencia.

Veremos que las ideas de la égica desarrolladas en el capitulo 2 estdn intimamente
ligadas 2 la teorfa de conjuntos, y muchas de las demostraciones gue estudiaremos en este
capitulo se basan en ellas. Este capitulo incluye también unos cuantos casos en los que se
aplica el tipo de demostracién combinatoria (del capitulo 1).

31

Conjuntos y subconjuntos

Tenemos cierta “nocién intuitiva” en ¢l sentido de que un conjunto debe ser una coleccién
bien definida de objetos. Estos objetos s llaman elementos y s¢ dice que son miembros del
conjunto.

El adjetivo bien definido implica que para cualquier elemento que consideremos. pode-
mos determinar si esté en el conjunto observado. En consecuencia, evitaremos trabajar
con conjuntos que dependan de las opiniones, como el conjunto de los mejores lanzadores
de las ligas mayores de béisbol en la década de 1980.
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Utilizaremos letras mayisculas, como A, B, C, . . . , para representar los conjuntos y
letras mindsculas para representar los elementos. Para un conjunto A, escribiremos x € A
si x es un elemento de A; y & A indica que y no es miembro de A.

Un conjunto puede designarse enumerando sus elementos dentro de Haves. Por ejemplo,
siA es el conjunto formado por los cinco primeros enteros positivos, escribimos A= {1, 2,
3,4,5).Enestecaso,2 EApero6 € A.

Otra netaci6n comun para este conjunto es A = {x|xes unenteroy 1 £x<5}. Eneste
caso, la linea vertical | que aparece dentro de las Ilaves se lec como “tal que™. Los simbolos
(x| . .} se leen como “el conjunto de todos los x tales que...” Las propiedades que van
después de | nos ayudan a determinar los elementos del conjunto descrito.

iTenga cuidado! La notacién {x|1 £ x £ 5} no es una descripcién adecuada del conjun-
© A, a menos hayamos acordado previamente que los elementos considerados son ente-
ros. Al adoptar esa convencién, decimos que estamos especificando un universo, o univer-
so de discurso, que por lo general se denota como L ; asf, sélo elegiremos elementos de M
para formar nuestros conjuntos. En este problema particular, si W denota el conjunto de
todos los enteros o el conjunto de todos los enteros positivos, entonces {x|1 <x <5} es
una descripcién adecuada de A. Si% es el conjunto de todos los ndmeros reales, {x[1<x
<5} contendria todos los mimeros reales entre 1y 5 inclusive; si Al estd formado solamen-
te por enteros pares, los Gnicos miembros de {x|1 £ x< 5} serfan 2 y 4.

SiAU={1,2,3,...} esel conjunto de los enteros positivos, sean

a) A={1,4,9,...,64,81} = {x*|xr €U x* <100} = {x*|x EUA x* < 100} =
{x €U|x* < 100}.

b) B =1{1,4,9 16 = {y’ly €U, y* <20} = {y’|y € U, y' < 23} =
lyEUN Y <17} ={y*eqU|y’ < 16}.

¢ C=1{2,4,6,8,...}={2k|ku}.

Los conjuntos A y B son ejemplos de conjuntos finites, mientras que C es un conjunto
infinito. Al trabajar con conjuntos como A o C, podemos describir los conjuntos en térmi-
nos de las propiedades que deben satisf: sus el s 0 enumerar los elementos sufi-
cientes para indicar, esperemos, un patrén evidente. Para cualquier conjunto finito A, |4|
denota el mimero de sus elementos y se conoce como el cardinal, o tamaiio, de A. En este
ejemplo, tenemos que |A| =9y |B| =4.

En este caso, los conjuntos By A son tales que todo elemento de B es también un
elemento de A. Esta importante relacion aparece en toda la teorfa de conjuntos y sus apli-
caciones, y conduce a la siguiente definicién.

Definicién 3.1

SiC. D son conjuntos del universoll, decimos que C es un subconjunto de D'y escribimos
CC D, oD 2 C, si cada elemento de C ¢s un elemento de D. Si, ademds, D contiene un
elemento que no estd en C, entonces C es un subconjunto propio de D y se denota como
CCDoDDOC
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Observe que para cualesquiera conjuntos C, D del universo A, si € € D, entonces
Vx[xeC=>x€D],

y si Vx[x € C= x € D], entonces CCED.

Aqui el cuantificador universal Vx indica que debemos considerar cada elemento x del
universo dado 9Il. Sin embargo, para cada reemplazo ¢ (elemento de A1) tal que la propo-
sicién ¢ € C sea falsa, sabemos que la implicacién ¢ € C — ¢ € D es verdadera, indepen-
dientemente del valor de verdad de la proposiciénc € D. En consecuencia, realmente sélo
necesitamos considerar aquellos reemplazos ¢’ (elementos de9il) en los que la proposicién
&' € C sea verdadera. Si para cada ¢’ tenemos que la proposicién ¢' € D es verdadera,
entonces sabemos que Vx[x E C=>x E D] o,en forma equivalente, C € D.

Ademés, para todos los subconjuntes C, D de arL,

CcD=CCD,
y cuando C, D son finitos,
cco>|cl=|D, ¥
ccD=>|C|<|D|.
Sin embargo, para AU = {1,2, 3,4, 5}, C={1.2}y D =11, 2}, vemos que C es un

subconjunto de D (es decir, C € D), pero no es un subconjunto propio de D (C ¢ D). Asf,
en general, no tenemos que CC D= CCD.

El nombre de una variable en el ANSI FORTRAN (ANSI son las siglas del American
National Standards Institute, Instituto Nacional de Estdndares de Estados Unidos) consta
de una sola letra seguida a lo sumo de cinco caracteres (letras o digitos). Sil es el conjun-
1o de todos estos nombres de variables, entonces, por las reglas de la suma y el producto,
|9t] =26 + 26(36) +26(36) +- - - + 26(36)° = 262:_036" =1,617,038,306, de modo que
A es un conjunto grande, aunque finito. Una variable entera en este lenguaje de programa-
cién debe comenzar con una de las letras LT, K, L, M, N. Asf, si A es el subconjunto de
todas las variables enteras en ANSI FORTRAN, entonces |A] =6 +6(36) + 6(36)P +---+
6(36)° = 6 3., 36' = 373,162,686

Podemos usar ahora el concepto de subconjunto para desarrollar la idea de igualdad
entre conjuntos. Consideremos primero el siguiente ejemplo.

Para el universo A = {1, 2, 3, 4, 5}, consideremos el conjuntoA={1,2}.8iB= {x]xr*e
91}, entonces los miembros de B son 1, 2. En este caso, A ¥ B contienen los mismos
elementos (y ninguno més), lo cual nos lleva a pensar que los conjuntos A y B son iguales.

Sin embargo, también es ciertoque A € By B € A, porloque preferimos definirla idea
de igualdad entre conjuntos mediante estas relaciones de contenido. Esto nos lleva a la
siguiente definicién.

definicion 3.2

Para un universo dado AU, los conjuntos C y D (tomados de ) son iguales, y esto se
escribe C=D, cuando CCDyDEC.
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A partir de estas ideas de igualdad entre conjuntos, vemos que el orden o la repeticién
no son significativos para un conjunto en general. Asi, tenemos, por ejemplo: {1, 2, 3} =
{3,1,2}={2,2,1,3}={1,2,1,3,1}.

‘Ahora que hemos establecido los conceptos de subconjunto e igualdad entre conjuntos,
usaremos los cuantificadores de la seccién 2.4 para analizar las negaciones de estas ideas.
Para un universo dado, sean A, B conjuntos tomados de All. Entonces podemos escribir

ACB&Vx[xEA>xEB]
De la definici6n (cuantificada) de A C B, tenemos que

A & B (es decir, A no es subconjunto de B)
S Vi[x€EA>xEB]
& Ix[xEA>xEBRB]
© Axq[H(xEA)VxEB]
© Ix[x AN (xEB)]
© Ix[xeANx € B
Por lo tanto, A & B si existe al menos un elemento x en el universo tal quex es miembro de

A pero x no es miembro de B.
De manera andloga, comoA=B < A4, € B A B C A, entonces

A#B&(ACBABCA) & (ACBV-(BCA) @ AEBYBEA

Por lo tanto, dos conjuntos A y B no son iguales si y sélo si (1) existe al menos un elemento
x € 9l tal que x € A pero x & B, o (2) existe al menos un elemento y € A tal que y € B
pero y & A; o tal vez ocurran (1) y (2).

También observamos que para cualesquiera conjuntos C, D € A (es decir, C € Ay
D Cowy,

CCDeCCDAC#D.

Ahora que hemos presentado las cuatro ideas de pertenencia, igualdad entre conjuntos,
subconjunto y subconjunto propio, examinaremos un ¢jemplo mds para ver que lo no
indican estos conceptos. Después de este ejemplo, la demostraci6n del primer teorema de
este capitulo serd casi directa, ya que se sigue sin dificultad de algunas de estas ideas.

SeaW={1,2,3,4,5,6,x %{1,2},{1,2,3}, {1, 2,3, 4}]} (donde x, y son letras mindscu-
las del alfabeto y no representan nada més, al igual que 3, 5 0 {1, 2}). Entonces, | W | = 11.

a) SiA={1,2,3,4},entonces |A| =4y tenemos

i) Aca; i) ACa; iii) A EU;
iv) {A}ca; V) {4}CU; pero i) {4}

b) Ahorasea B={5,6,x 5,4} ={5,6,x %(1,2,3,4}}. Entonces |B| =5,n08.Y
ahora vemos que

i) AEB; ii) {A}C By, iii) {A}CB.
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Pero

iv) {A}€B;

v) A€ B (es decir, A no es subconjunto de B); y

vi) A ¢ B (es decir, A no es subconjunto propio de B).

OREMA 3.1

SeanA, B,.C Sl

a)SiAC ByBCC, entoncesA CC. b)SiACByBC C entoncesAC C.
¢)SIACByBCC entoncesA CC. d)SiACByBCC, entoncesAC G

Antes de demostrar este teorema gueremos recordar un comentario de la seccién 2.5,
relativo a nuestro tratamiento de las reglas de especificacin y generalizacién universales,
que apareci6 antes de la definici6n 2.8, ya que es apropiado en esta nueva drea de la teorfa
de conjuntos. Por ejemplo, cuando queremos demostrar que x € A = x € C, debemos
comenzar considerando cualquier elemento x en U, fijo pero elegido en forma arbitraria;
queremos que este elemento x sea tal que “x € A” sea una proposicién verdadera (o una
proposicién abiera). Entonces, debemos mostrar que este mismo elemento x, fijo pero
elegido en forma arbitraria, también estd en C. Las demosiraciones que presentamos a
continuacién se conocen cOmo arg de pei ia de un el o. Siempre habrd
que tener presente que, en todas estas demostraciones, x representa un elemento de A, fijo
pero elegido en forma arbitraria; y aunque x sea genérico (ya que ro s un elemento espe-
cifico de A), es el mismo durante toda la demostraci6n.

Demostracién: nos dedicaremos a las partes(a) y (b) y dejaremos el resto para los ejerci-
cios.

a) Para demostrar que A € C, necesitamos verificar que para todo x Eil, six EA
entonces x EC. Partimos de un elemento xde A. ComoA C B, x € A implicax € B.
Entonces, con 8 C C, x € Bimplica x € C. Asi, x € A implicax € C (por laley del
silogismo, regla 2 de la tabla 2.20, yaque x € A, x € By x € Cson proposiciones)
yACC

ComoA C B, six € Aentonces x € B. Con B C C, se sigue entonces que x € C, por
loqueA C C. Sinembargo A C B=> existe un elementob € Btal que b & A.Como
BCC bEB=bEC. As,A C Cy existe un elemento b € Ccon b & A, porlo
queACC

b)

=

Nuestro siguiente ejemplo se refiere a varias relaciones de contenido.

Sea @l ={1,2 3,4, 5 conA={1,23}B={34}y C={l,2 3, 4}. Entonces se
cumplen las siguientes relaciones de contenido de subconjuntos.

a) ACC b) ACC
¢ BCC d) ACA
€) BCA f) A A (es decir, A no es un subconjunto propio de A)

S

e e e B oo
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Los conjuntos A, B son s6lo dos de los subconjuntos de C. Nos interesa determinar
cudntos subconjuntos tiene C en total. Sin embargo, antes de responder esto, necesitamos
presentar el conjunto sin elementos.

Definicién 3.3

El conjunto vacio, o nulo, es el (tinico) conj que no i s. Se denota
como @o{}.

Observemos que |@J] =0, pero {0} # @. As{ mismo, § # {@}, ya que {{@} es un
conjunto con un elemento, a saber, el conjunto vacio.

El conjunto vacio satisface la siguiente propiedad dada en ¢l teorema 3.2. Para estable-
cer dicha propiedad usamos el método de demostracién por contradiccion (o reduccién al
absurdo). Después de la demostracién del teorema 2.4 (en la secci6n 2.5), dijimos que, al
establecer un teorema con este método, habfamos supuesto la negacién del resultado y
llegado a una contradiccién. En nuestro trabajo anterior (como en el ejemplo 2.33 y la
tercera demostraci6n del teorema 2.4), llegamos a una contradiccién de la formar A —ro
p(m) A —p(m), respectivamente, donde —r era una premisa del ejemplo 2.33 y p(m) un
caso especifico de la hip6tesis del teorema 2.4. Las cosas varian un poco para la demostra-
ci6n del teorema 3.2. Esta vez estaremos negando (o contradiciendo) un resultado anterior
que aceptamos como verdadero, esto es, la definici6n del conjunto vacio.

EOREMA 3.2

Para cualquier universo 9ll, sea A C AL. Entonces § C A y si A + @, entonces (J C A.
Demostracion: Si el primer resultado no es verdadero, entonces 3 & A, por lo que
existe un elemento x del universo tal que x € ¢ pero x & A. Pero x € (j es imposible. Asi,
rechazamos la hipétesis § C A y vemos que @ € A. Ademis, si A # @, entonces existe un
elementoa EA(ya & (), porloque @ C A.

Si volvemos al ejemplo 3.6, determinaremos el nimero de subconjuntos del conjunto
C={1,2,3, 4}. Al construir un subconjunto de C, tenemos dos opciones diferentes para
cada elemento x de C: x est4 incluido en el subconjunto o no estd incluide. En consecuen-
cia, existen 2 x 2 x 2 x 2 opciones, lo que produce 2* = 16 subconjuntos de C. Esto incluye
¢l conjunto vacfo § y el propio conjunto C. Si necesitamos el nimero de subconjuntos de
C que tengan exactamente dos elementos, ¢l resultado es igual al niimero de formas en que
podemos seleccionar dos objetos de un conjunto de cuatro objetos, es decir, C(4, 2) 0 ( ;)
Como resultado, el nidmero total de subconjuntos de C, 2¢, s también lasuma (3) + () +(¢)+
(;) +{ j) en la que el primer sumando corresponde al conjunto vacie, el segundo suman-
do corresponde a los subconjuntosde un elemnto, el tercer sumando a los seis subconjuntos

de tamaiio dos, etcétera. Asf, 2¢ = 37 _ (1).

efinicién 3.4

SiA es un conjunto del universo 9, el conjunto potencia, que se denota P(A), es la colec-
cién (o conjunto} de todos los subconjuntos de A.
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Para ¢l conjunto C del ejemplo 3.7, % (C) = (6.1}, {2}, {3}, {4}, (1,2} (1,3} (1,4},
(2,3}, 2.4}, (3.4}, {1,2, 3}, {1, 2,4}, {1,3,4}, {2, 3,41 C}.

Esta identidad ya fue establecida en el corolario 1.1(a). Esta presentacion es otro ejem-
plo de una demostracién combinatoria, ya que la identidad se establece contando la misma
coleccién de objetos (los subconjuntos de A) de dos formas diferentes.

La capacidad para contar algunos, o todos, los subconjuntos de un conjunto dado pro-
porciona un segundo método para la solucién de dos de nuestros ejemplos anteriores.

En ¢l ejemplo 1.14, contamos el nimero de trayectorias (escalonadas) en el plano xy que
vande (2, 1)a (7, 4), donde cadanaymia&liformadapor,esca]nnesindividuales que van
una unidad a la derecha (R) o una unidad hacia arriba (U). La figura 3.1esigual alafigura
1.1, donde se muestran dos trayectorias posibles.

Latrayectoria de la figura 3.1(a) tiene tres movimientos hacia arriba (U) localizados en
las posiciones 2, 5 y 8 de la lista que aparece en la parte inferior de la figura. En conse-
cuencia, esta trayectoria determina el subconjunto de tres elementos {2, 5, 8} del conjunto
{1,2,3,...,8} Enlafigura 3.1(b), la trayectoria determina el subconjunto de tres
elementos {1, 5, 6}. En forma reciproca, si partimos, por gjemplo, del subconjunto {1,3,7}
de {1,2,3,..., 8}, entonces la trayectoria que determina este subconjunto estd dada por
U,R.U,RRRUR

Por lo tanto, el nimero de trayectorias buscada es igual al nimero de subconjuntos A de
{1,2,3,...,8} donde |A| = 3. Existen (g) = ?! ;=56 de esas trayectorias (y

3!5!
subconjuntos), como vimos en el ejemplo 1.14.

¥ ¥

4 T 4

3 3

2 2

1 T 1
I . 3
1 2 3 4 5 6 7 1.2 3 4 5 6 7

(@ RURRURRU ()] URRRUURR

Figura 3.1
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Si hubi iderado los i R hacia la derecha, en vez de los movi-
mientos hacia arriba U , tendriamos que la respuesta serfa el niimero de subconjuntos B de

1
{1,2,3,..., 8}, donde | B| = 5. Existen (g):%:sﬁdewies subconjuntos. (Esta idea
fue analizada antes para el resultado desarrollado en Ia tabla 1.4.)

En la parte (b) del ejemplo 1.36 de la seccién 1.4, aprendimos que existen 2¢ composicio-

nes del entero 7; es decir, hay 2¢formas de escribir 7 como una suma de uno o m4s enteros

positivos, donde el orden de los sumandos es significativo. El resultado obtenido utilizaba

el teorema del binomio junto con las respuestas de siete casos resumidos en la tabla 1.7.

Ahora podemos obtener este resultado en una forma un tanto diferente y més sencilla.
Primero consideremos la siguiente composicién de 7:

1+1+1+1+1+1+1
s 1 i \
1=signo  2°signo ... 5®signo  6° signo
més més més - més
Aqui tenemos siete sumandos, cada uno de los cuales es 1, y seis signos mds (+).
Para el conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6}, existen 2¢ subconjuntos. ;Pero qué tiene esto que ver
con las composiciones de 77
Consideremos un subconjunto de {1, 2, 3, 4, 5, 6}, digamos {1, 4, 6}. Formemos ahora
la siguiente composicién de 7:
+1)+1+(1+D)+(1+1
(1 H 1) ( : )+( : )

17 signo 4°signo 6 signo
més més mas

En este caso, ¢l subconjunto {1, 4, 6} indica que debemos colocar paréntesis entre los
unos que aparecen a los lados del primero, cuarto y sexto signos més. Esto produce la
composicion

2+1+ 2+ 2.

De la misma forma, vemos que el subconjunto {1, 2, 5, 6} indica el uso del primero, segun-
do, quinto y sexto signos mds, lo que da

I+1+1)+1+(0+1+1
4 + ) ( ' +
1¥signo  2°signo 5°signo  6° signo
més més més mas
0 la composicién 3 + 1 + 3.
En sentido contrario, vemos que la composicién 1 + 1 + 5 proviene de

1+1+ (0 +1+1+1+1)




3.1 Conjuntos y subconjuntos 151

y esté determinada por el subconjunto {3, 4, 5, 6} de {1,2, 3, 4,5, 6). Enla tabla 31
tenemos enumeradas ocho composiciones de 7, junto con el subconjunto correspondiente
de {1,2,3,4, 5, 6} determinado por cada una de ellas.

Tabla 3.1
[ Composicionde? beonjunto determinado de {1, 2,3, 4 5, 6}
@) 1+1+1+1+1+1+1 @ ]
@) 2+1+1+1+1+1 (ii) {1}
(i) 1+2+1+1+1+1 (iii) {2}
(iv) 1+1+3+1+1 (iv) 3.4}
) 1+2+1+3 ) {2,5.6}
(vi) 2+3+42 (vi) {1,3,4,6}
(vid) 4+3 i {1,2,3,5,6}
(viii) 7 (viii) {1,2,3,4,5,6}

Los ejemplos obtenidos hasta ahora muestran una correspondencia entre las composicio-
nes de 7 y los subconjuntos de {1,2,3,4,5,6}. Porlo tanto, de nuevo tenemos que existen
25 composiciones de 7.

Nuestro siguiente ejemplo genera otra jdentidad combinatoria importante.

Para los enteros m, rconn=r> 1,

g o )
= + :
r T r—1
Aungque podemos establecer este resultado en forma algebraica a partir de la definicién
de ('; }comcl n!(r'(n - r)!), usaremos un enfoque combinatorio. SeaA =[x, a,, @z, - - - »Gu}
y id todos los subconj de A que conti r elementos. Hay {":‘)de tales
subconjuntos. Cada uno de ellos cae exactamente en uno de los dos casos siguientes:
aquellos subconjuntos que contienen el elemento x y los que no lo contienen. Para obtener
un subconjunto C de A, donde x € Cy |C| =r. colocamos xen Cy después elegimos
r—1elementos de losa,. as, . . . . a,. Esto se puede hacer de (,:l} formas. Para ¢l otro caso,
queremos un subconjunto B de A con |B] =r yx & B. Asi, podemos elegir r elementos de
10 Gy, Gs.. - . » G 10 que podemos hacer de (7) formas. De la regla de la suma se sigue que

()= )+ (=) '

Antes de conti volvamos a analizar el resultado del ejemplo 3.11, peroesta vezala
luz de lo aprendido en el ejemplo 3.9.

De nuevo, sean n, r enteros positivos tales que n = r 2 1. Entonces (":'] cuenta el
nimero de trayectorias (escalonadas) en el plano xy, de (0,0)a (n+ 1-r, r), donde, como
en el ejemplo 3.9, cada una de las trayectorias tiene

(n+1)—r movimientos horizontales de la forma (x, ¥) = (x + L, ), ¥
r movimientos verticales de la forma (x, ¥) = (%, ¥ + 1).
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La dltima arista de cada una de estas trayectorias (escalonadas) termina en el punto
(n+1-r,r)ycomienzaen (i) el punto (n—r, o (i) el punto (m+ 1 —r, r—1).

En el caso (i), tenemos la tltima arista horizontal, es decir, (n—r, r) = (n+ 1 —r, r); el
niimero de trayectorias (escalonadas) de (0, 0) a (1 —r, 1) &5 {""f”’) =U)— Para el caso
(i), la1iltima arista es vertical, (n + 1 — 7, r— 1) = (n + 1 — r, r); el niimero de trayectorias
(escalonadas) de (0, Q) hasta(n+ 1 —r,r—1) es (("”_,'.):(H:)=(,:.)- Como estos dos
casos abarcan todas las posibilidades y no tienen nada en comin, se sigue que

(702

Analizaremos ahora la forma en que la identidad del ejemplo 3.11 nos puede ayudar a
tesolver el ejemplo 1.34, donde buscdbamos el nimero de soluciones enteras no negativas
de la desigualdad x, +x, +- - - +x,< 10.

Para cada entero k, 0 < k < 9, el ndmero de soluciones de x; + x; + -~ + x,= kes
(5*:")= (’:‘). Asf que el ndmero de soluciones enteras no negativas parax, +x, + * - - +
xs< 10es
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En la figura 3.2 tenemos parte de una til e interesante disposicién de nimeros llamada el
tridngulo de Pascal.
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Figura 3.2
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Observe que, en esta lista parcial, los dos tridngulos que se muestran satisfacen la condi-
cién de que el coeficiente binomial de la parte inferior del tridngulo invertido es la suma
de los otros dos términos del tridngulo. Este resultado se sigue de la identidad del ejemplo
311

Cuando reemplazamos cada uno de los coeficientes binomiales por su valor numérico,
el tridngulo de Pascal toma la apariencia que se muestra en la figura 3.3.

(n=0) 1
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Figura 3.3

Existen algunos conjuntos de que ap con fi iaen todo el libro. En

consecuencia, cerraremos esta secci6n asigndndoles los siguientes nombres.
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EJERCICIOS 3.1

12

. ¢Cudles de los siguientes conjuntos son iguales?

a) {1,2,3} b {3,2,1,3} o {3,1,2,3 4 {1,2,2,3
. SeaA={1, {1}, 2}). ;Cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas?

a) 1€4 b) {1}€4 o {1}cA d) {IfcA

€ {ZlcA f) {ZcAa o {i2hcA b) {2hcA
. ParaA= [1,2{2}],¢,cuﬂﬁdelﬂsochn, posici del ejercicio 2 son verdaderas?

Cusles de las sigui p son verdaderas?

a) #co l:) ace c och

d) éc{o} ¢) fC{f} n #cio}

. Determine todos los elementos de cada uno de los siguientes conjuntos.

) {1+(-1)|neN b) {n+(Un)|n€{1,2,3,5.7}
o {’+n’|n€l0,1,2,3,4)}
d) [1/(n* + n) | n es un entero positivo impar y n £ 11}

. Consideremos los siguientes seis subconjuntos de Z:

A=Pm+1|meZ}); B={n+3|n€Z}; C={p-3|pel}
D= {3r+1|rez}, E={3s+2|s€Z}; F={3-2\teZ}

i Cudles de las sig prop son verdaderas y cudles falsas?
a) A=B b) A=C ¢ B=C
d) D=E e) D=F f) E=F

. Sean A, B conjuntos de un universo AU.

a) Escriba una proposicién cuantificada para expresar la relacién de contenido propiaA C B.
b) Niegue el resultado de 1a parte (a) para determinar cudndo A € B.

. Parad ={1,2,3,4,5,6, 7}, determine el mtimero de

a) subconjuntos de A. b) subconjuntos no vacios de A.
<) subconjuntos propios de A. d) subconjuntos propios no vacios deA.
€) subconj de A que conti tres el f I deAqu i 12

g£) subconj de A que contienen cinco el incluyendo 1, 2.
h) subconjuntos propios de A que contienen 1, 2.

i) subconjuntos de A con un némero par de elementos.

j) subconjuntos de A con un néimero impar de elementos.

k) subconjuntos de A con un nfimero impar de el yquei elel 3.
. a) Siun conjunto A tiene 63 subconj propios, jcudnto vale |A|?
b) Si un conj B tiene 64 subconji de cardinal impar, jcusnto vale |B|?

¢} Generalice el resultado de la parte (b).

. ¢Cudles de los siguientes conjuntos son no vacios?

a) k[xrEN2x+7=3} b) FEZ|3x+5=9}
o {x|xrEQ.x*+4=6 d) fER[Z+4=6}
e {x|xER,¥+5=4} f) ZER|x¥*+3x +3=0}

@ f|reEC,x*+3x+3=0}

. Cuando esté a punto de salir de un restaurante, un hombre nota que tiene una moneda de 1

centavo, otra de 5, una de 10, una de 25 y una de 50 centavos de délar. ;De cudntas formas
puedede]aruna(a]mmosum)demsmonedaspam]apmpman:)nohayrwmcaoncs"h)
quiere quedarse con algo de cambio? c) quiere dejar al menos 10 centavos?

Para ¥ = Z, sea A C Ol el conjunto A = {1, 2, 3,4.5, 7 8,10, 11, 14, 17, 18}.

a) ;Cuéntos sub de A seis
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b) /Cuéntos subconjuntos de seis elementos (de A) contienen cualro enteros pares y dos ente-
ros impares?
¢} ;Cudntos subconjuntos de A sélo contienen enteros impares?
d) ;Cusntos de los subconjuntos de la parte (c) contienen los enteros 3y 77
13. SeaS={1,2,3,...,29,30}. ;Cusntos subconjuntos A de § satisfacen
a) |A| =57
b) |[A] =5 v que el minimo elemento de A sea 5?7
©) |A| =5y que el minimo elemento de A sea menor que 57
14. a) ;Cusntos subconjuntos de {1,2, 3, ..., 11} contienen al menos un entero par?
b) ;Cuntos subconjuntos de {1, 2,3, ..., 12} contienen al menos un entero par?
¢) Generalice los resultados de las partes (a) y (b).
15, Déun cjemplo de tres conjuntos W, X, ¥ tales que W € Xy X € Y pero WEY.
16. Escriba las siguientes tres filas del tridngulo de Pascal de la figura 3.3.
17. Complete la demostracién del teorema 3.1.

18. Paralos conjuntos4, B, CC 9L, demuestre la verdad o falsedad (con un contragjemplo) de lo
siguiente: SiA C B, B C C, entonces A T C.

19. En la parte (i) de la figura 3.4, tenemos las primeras seis filas del tridngulo de Pascal, en los
que aparece un hex4gono centrado en 4, en las tltimas tres filas. Si consideramos los seis
nimeros (que rodean a 4) como los vértices del hexégono, tenemos que las dos temas alterna-
das (3,1,10y 1,5, 6) satisfacenque 3-1-10=30=1-5 - 6. La parte (ii) de la figura contiene
1as filas 4 a 7 del mismo trisngulo, donde vemos un hexdgono cuyo centro estd en 10, las ternas
alternadas de los vértices (4, 10, 15y 6, 20, 5) satisfacen 4-10-15=600=6-20- 5.

a) Conjeture el resultado general al que apuntan estos dos ejemplos.
b) Verifique la conjetura de la parte (a).

1 2 1 1. 3 31
1 3
1 4 1 1
1 7 10 1 1 6 1
[0} (i)
Figura 3.4
20. a) Algunas de las i estri crecientes d que i con 1 y termi-
nan con 7 son:
D LY i) 1,2,7; iii) 1,4,7;
iv) 1,3,4,7; ¥ 1,2,3,4,7; vi) 1,2,4,5,6,7.
¢ Cusintas de estas i i i d i con 1y termi 7?
b) ;Cudntas de estas i ol 1 de enteros i con 3 y termi-

nan en 97
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21.

22,
23,

25,

26.

27.

28,

3.2

) ¢Cuéntas de estas i i i de enteros i con 1 y termi-
nan en 377 ;Cuéntas comienzan con 62 y terminan en 987
d) Generalice los resultados de las partes (a) a (c).

Una cuarta parte de los subconj de cinco de {1,2,3,...,n} contienen el
elemento 7. Determine z (n 2 5).

Establezca la identidad del ejemplo 3.11 en forma algebraica.
Dé un argumento combinatorio para mostrar que para los enteros #, rconn 27 2 2,

(72)=(), 202}

. Para los enteros positivos n, r, muestre que

()=l ) e (3076

En la teoria abstracta general de conjuntos, formulada por Georg Cantor (1845-1918), un

conjunto se definfa como “cualquier coleccién de un todo de objetos definidos y separados en

nuestra intuicién o pensamlenm Por desgracia, en 1901, esta definicién condujo a Bertrand

Russell (1872-1970) al imiento de una diccién, un resultado que se conoce aho-

ra como la paradoja de Russell, 1o cual fue un golpe al centro de la teorfa de conjuntos. (Pero,

desde entonces, se han encontrado varias vias para definir las ideas bdsicas de la teorfa de
conjuntos de modo que esta contradiccién ya no aparezca.)

La paradoja de Russell surge cuando nos preguntamos si un conjunto puede ser un elemen-
to de s{ mismo. Por ejemplo, el conjunto de todos los enteros positivos no es un entero positi-
vo; es decir, Z* € Z*. Pero el conjunto de todas las ab i €s una

Ahora bien, para desarrollar la paradoja de Russell, sea 5 el conjunto de todos los conjuntos
A que no son miembros de si mismos; es decir, § = {A|A es un conjunto A A € A}

2) Muestre que si § € S, entonces S ¢ S.

b) Muestre que si § & S, entonces S € 5.

Los resultados de las partes (a) y (b) muestran que debemos evitar definir conjuntos como §.

Para hacer esto, debemos restringir los tipos de elementos que pueden ser miembros de un

conjunto. (Hablaremos més de esto en el resumen y repaso histérico de la secci6n 3.5.)

Sead={1,2,3,...,39,40}

a) Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) que genere los subconjuntos de seis ele-
mentos de A.

b) ParaB=1{2,3,6,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37}, escriba un programa de computadora (0
desarrolle un algoritmo) que genere un subconjunto de seis elementos deA y después deter-
mine si es un subconjunto de B.

SeaA={1,2,3,...,7} Escribaun pmgmma(o desarrolle un algoritmo) que enumere todos

Tos subconjuntos B de A, tales que | B| =4.

Escriba un programa (o desarrolle un algonuno) que 1mpnmaiodoslns subconjuntos de {1.2,

p A n}, donde 1 < n < 10. (El valor de » debe prop durante la ejecucién del

programa.)

Operaciones de conjuntos y las
leyes de la teoria de conjuntos

Después de aprender a contar, el estudiante por lo regular se enfrenta a los métodos para
combinar los nimeros contados. El primer método es la suma. Generalmente, €] mundo
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aritmético de los estudiantes gira en torno al conjunto Z* (0 un sub j de Z* del que
puedan hablar y escribir, asf como teclearlo en una calculadora de bolsillo), donde la adi-
¢i6n de dos elementos de Z* produce un tercer elemento de Z*, llamado suma. Por lo tanto,
los estudi pueden arse en la adicién sin tener que ampliar su mundo aritmé-
tico més all4 de Z*. Esto también es cierto para la operaci6n de multiplicacién.

La adici6n y la multiplicacién de enteros positivos son operaciones binarias cerradas
en Z+*. Por ejemplo, cuando calculamos a + b, para 4, b € Z*, hay dos operandos, ay b;
por ello, la operacién se llama binarig. Como a + b € Z* si g, b € Z*, decimos que la
operacién binaria adicién (en Z7) es cerrada. Sin embargo, la operacién binaria de la divi-
sién (con divisor distinto de cero) o es cerrada en Z*, ya que, por ejemplo, 1/2(=1+2) € Z,
aunque 1,2 € Z*. Pero esta operacitn sf es cerrada cuando consideramos el conjunto Q*
en lugar del conjunto Z*. (Veremos los conceptos generales de operaci6n binaria y opera-
cién binaria cerrada en la seccién 5.4.)

Ahora presentamos algunas operaciones binarias para conjuntos.

Para A, B C A definimos lo siguente:

a) AUB(launiénde Ay B)={x|]x €AV xEB}

b) AﬁB(IaintersecciéﬂdeAyB):{xleAI\xEB}.

<) A&C(ladiferenciasimélricadeAyB):(J:|(xEAVxEB)AxQAﬂB}:
{x]xEAUBAxEANBL

Observe que siA, B 9, entonces A N B,AU B, AAB CAl.En consecuencia, N, U
y /A son operaciones binarias cerradas en % (), y también podemos decir que P (W) es
cerrada en estas operaciones (binarias).

SiaL={1,2,3,...,9.10L,A={1,2,3,4,5}.B= {3,4,5.6,7} y C={7,8,9}, tenemos:

a) ANB={3,4,5 b) AUB={1,2,3,4,5,6,T}
¢) BNC={7} d AncC=90
e) AAB={1,2,6,7} f) AUC={1,2,3,4,5,7,8,%

® AAC={1,2,3,4,5789

En el ejemplo 3.14 vemos queA N BEAC A U B. Este resultado no es algo particular
de este ejemplo, sino que es verdadero en general y nos referiremos a €l con frecuencia. El
resultado se obtiene de

xEANB>(xEANXEB)SXEA
(por la regla de simplificacién conjuntiva, regla 7 de la tabla 2.20) y
rEAS(xEAVIEB)S>XEAUB

(donde la primera implicaci6n 16gica es un resul do de laregla de amplificacién disyuntiva,
regla 8 de la tabla 2.20).
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De las partes (d), (f) y (g) del ejemplo 3.14, presentamos las siguientes ideas generales.
Definicién 3.6 Sean §, T € L. Los conjuntos S y T son disjuntos o mutuamente disjuniossiS N T= §.
[EOREMA 3.3 $iS, TC %, entonces Sy T son disjuntos siy s6losiSU T=SAT.

Demostracién: Partimos de S, T disjuntos. (Para demostrar que S U T=§ A T uiilizamos
1a definicién 3.2. En particular, daremos dos argumentos de pertenencia, uno para cada
inclusién. Puesto que ésta es nuestra primera experiencia en la demostracién de la igual-
dad de dos conjuntos, seremos cuidadosos y muy detallistas.) Consideremos cualquier
xEN.Six ESUT,entoncesx € 5 0x € T (o tal vez ambos). Pero como S y T son
disjuntos, x & § N T, por lo que x € SA T. En consecuencia, como x € § U Timplicax €
SAT, tenemos S U T C S AT, Parala inclusién opuesta, siy € SA T, entoncesy ESoy
ET.(Peroy & S N T; no podemos usar esto.}Asi,y €S U T. Porlo tanto, SATC SUT.
Y ahoraque tenemos SUTC SA Ty SATC SU T, se sigue de la definicién 3.2 que §
AT=SUT.

Demostramos la reciproca por el método de demostracién por contradiccion. Para esto,
consideramos 8,7 € A arbitrarios, conservamos la hipétesis (es decir, S U T= 52\ T, pero
suponemos la negacién de la conclusién (es decir, suponemos que § ¥ T no son disjuntos).
Asi,siSNT#@,secaxESNT. Entonces xESyxET,porloquexESUTy

xESAT(=SUT).
Pero cuando x € SU Ty x € 5 N T, entonces

XESAT

Esta contradiccion (x ESA T A x € S A T) indica que nuestra hip6tesis original era
incorrecta. En consecuencia, tenemos que S y T son disjuntos.

Al demostrar la primera parte del teorema 3.3, mostramos que si S, T son conjuntos
cualesquiera, entonces SA T C § U T. El hecho de que los conjuntos fueran disjuntos sélo
fue necesario para la inclusién opuesta.

Después de adquirir la capacidad de sumar, se pasa a la resta. En este caso, el conjunto
N presenta algo de dificultad. Por ejemplo, N contienea2y Spero2-5=-3y-3 &N.
Por lo tanto, 1a operacién binaria de sustraccién no es cerrada para N, aunque es cerrada
para el superconjunto Z de N. Asi, para Z podemos introducir la operacién unaria, o
monaria, de la negacién, en la que tomamos el “menos” o “negativo” de un nimero como
el 3, y obtenemos —3. (La definicién general de una operacion unaria, o monaria, aparece
en la seccién 5.4.)

Ahora presentamos una operacién unaria comparable para los conjuntos.
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finicion 3.7 Para un conjunto A € 9, el complemento de A, que se denota con A — A o A, estd dado
por (x| x €U A xE AL

Para los conjuntos del ejemplo 3.14, 4= {6,7.8,9, 10}, B={1,2,8,9,10}yC=(1,2,
3.4,5,6, 10}

Para cualquier universo 9l y cualquier conjunto ACAlL, tenemos que A S L. Porlo
tanto, P(O) es cerrado en la operaci6n unaria definida por el complemento.
El siguiente concepto se relaciona con el de complemento.

finicién 3.8 ParaA, BC AL, el complemento (relativo) de A en B, que se denota con B —A estd dado por
(x| xEB A xEA)

Para los conjuntos del ejemplo 3.14 tenemos:

o

) A-C
[} f) U—A

Nuestro siguiente resultado, que hard uso nuevamente de la definici6n 3.2, proporciona
un enlace entre las nociones de subconjunto, unién, interseccién y complemento.

EOREMA 3.4 Para cualquier universo @ y cualesquiera conj A, BC AU, las sigui proposicio-
nes son equivalentes:
a) ACB b) AU B= B
) ANB=A d) BCA

Demostracién: Demostraremos que (2) => (b), (b) = (c), (&) = (d)y (d) = (a). [La
raz6n por la que esto basta para demostrar este teorema se basa en la idea presentada en ¢l
ejercicio 15 que aparece al final de la seccién 2.2.]

i) (2) = (b) SiA, B son conjuntos cualesquiera, entonces B € A U B. Para la inclu-
sién opuesta, si x € A U B, entonces x € Aox € B, pero como A C B, en ambos
casos tenemos que x € B. Asi, A U B € B y, como tenemos ambas inclusiones, se
sigue (de nuevo de la definicién 3.2) que A U B=B.

ii) (b)=>(c) Dadoslos conjuntos A, B, siempre tenemos A 2 AN B (como se mencio-
né después del ejemplo 3.14). Parala inclusién opuesta, seay € A. ConA U B=B,
YEA :yGAUB:&yEB(mmoAUB:B):&y EAUB,porloqueACAN
B'y concluimos que A=A N B.

iii) (¢) = (d) AquiienemosquezE§=>z¢BﬂzéA NB,yaqueANBCB.De
ANB=Ascsignequez EANB=zEA=2E€ A porlogque BC A
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iv) (d) = (a) Par iiltimo, w EA = w & AycomoB C A, wé& A= w¢ 5. Entonces
w& B=>w€EBRB,porloque ACB.

Conociendo ya algo de demostracién de teoremas, presentaremos ahora algunas de las prin-
cipales propiedades que rigen la teorfa de conjuntos, las cuales tienen una marcada semejanza
con las leyes de la 16gica dadas en la seccidn 2.2. En muchos casas, estas propiedades de la
teoria de conjuntos son similares a las propiedades aritméticas de los niimeros reales, donde
“U” desempeiia el papel de “+”, e “MN” el de “x”. Sin embargo, existen algunas diferencias.

Propiedades de la teoria de conjuntos

Para cualesquiera conjuntos A, B y C tomados de un universo Ul :

Ley del doble complemento
Leyes de De Morgan
3) AUB=BUA Propiedades conmutativas
ANB=BNA .
4 AUBUC)=(AUB)UC Propiedades asociativas

AN(BNC)=(ANB)NC
5 AU(BNC)=(AUB)N(AUC)  Propicdades distributivas
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

6 AUuA=A Propiedades idempotentes
ANA=A

N Auf=A Propiedades del neutro
ANa=A

8) AUA=9 Propiedades del inverse
ANA=0

9) AUuL=a Propiedades de dominacicn
Anb=9

10) AU(ANB)=A Propiedades de absorcion

AN(AUB)=A

Todas estas propiedades pueden establecerse mediante argumentos de pertenencia, como
en la primera parte de la demostracién del teorema 3.3. Demc esto estableciendo
la primera de las leyes de De Morgan y la segunda propiedad distributiva de la intersec-
cién sobre la unién.

Demostracion: Seax € Al. Entonces

xEAUB>xEAUB
>xEA yxEB
>xEAyx€B
=x€EANE,

por lo que AU B C A N B. Para establecer la inclusién opuesta, podemos verificar que la
reciproca de cada implicacién 16gica es también una implicacién légica (es decir, que cada
implicaci6n l6gica es de hecho una equivalencia 16gica). Como resultado tenemos que
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x€ANB>x€Ayx€EB
SxEAyxEB
>xEAUB
>xEAUB.

Porlotanto, A N B C AUB. En consecuencia,como AUBC ANBy ANBCAUB,
se sigue de la definicién 3.2 que AUB = AN B.

En nuestra segunda demostracién estableceremos ambas relaciones de contenido en
forma simultinea, usando la equivalencia légica (<) en lugar de las implicaciones 16gicas
=ye)

Demostracion: Para cadax € 9,

XEAN(BUC)&(xEA)y(xEBUC)
& (xeA)y(xEBoxECQ)
S(xEAYXEB)o(xEAYXECQ)
SEEANB)o(xEANC)
SxEANB)UANCG).

Como todas las proposiciones son equivalentes, hemos establecido ambas relaciones de
contenido en forma simultdnea, por loque AN (BUC)=ANBUANCO).(La
equivalencia de la tercera y cuarta proposiciones se sigue del principio comparable en las
leyes de la 16gica dado por la propiedad distributiva de la conjuncién sobre ladisyuncién.)

Sin duda, el lector espera que el emparejamiento de las propiedades en los puntos 2 a 10
tenga alguna importancia. Como con las leyes de la 16gica, estas parejas de proposiciones
se llaman duales. Una proposicién puede obienerse de la otra al reemplazar todas las
ocurrencias de U por N y viceversa, y todas las ocurrencias de AL por @ y viceversa.

Esto nos lleva a la siguiente idea formal.

Definicion 3.9

Sea s una proposicién (general) que trata de la igualdad de dos expresiones con conjuntos.
Cada una de estas expresiones puede contener una o més ocurrencias de conjuntos (como
A, A, B, B, eicétera), una o mds ocurrencias de @ y 9l y solamente los simbolos de las
operaciones con conjuntos My U. El dual de 5, que se denota con 57, se obtiene de s al
reemplazar (1) cada ocurrencia de @y Ul (en 5) por W y @, respectivamente; y (2) cada
ocurrencia de N y U (en s) por U e N, respectivamente.

Como en la seccidn 2.2, estableceremos y usaremos ¢l siguiente teorema. Demostraremos
un resultado més general en el capftulo 15.

TEOREMA 3.5

El principio de dualidad. Sea s un teorema relative 2 la igualdad de dos expresiones con
conjuntos (como en la definicion 3.9). Entonces 5%, el dual de s, es también un teorema.

El uso de este principio reduce nuestro trabajo en forma considerable. Para cada pargja
de proposiciones en los puntos 2 al 10, s6lo hay que demostrar una de las proposiciones y
utilizar entonces ¢l principio para obtener la otra proposicién del par.
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Debemos tener cuidado al aplicar el teorema 3.5. Este resultado no se puede aplicar a
situaciones particulares, sino a resultados (teoremas) relativos a conjuntos en lo general.
Por ejemplo, consideremos la situacién particular donde Il = {1,2, 3, 4,5} yA={1,2,3,4},
B={1,2,3,5},C= (1,2} y D=1, 3}. En este caso,

ANB={1,2,3}=CuUD.
Sin embargo, no podemos concluirques: AN B=CU D= s> AU B=CN D, yaqueen este
caso,A U B={1,2,3,4,5), mientras que C N D= {1}. Larazén por laque el teorema 3.5 no es

aplicable es este caso es que, aunque A N B = C U D en este ejemplo particular, no es verda-
dera en general (es decir, para cualesquiera conjuntos A, B, C, D tomados de un universo Al ).

Dado que en la definicién 3.9 y el teorema 3.5 no mencionamos nada acerca de los
subconjuntos, ;podemos encontrar un dual de l1a proposicién A C B (donde A, B C AL)?

Aquf tenemos la oportunidad de usar alguno de los resultados del teorema 3.4. En
particular, podemos trabajar con la proposicién A C B mediante la proposicién equivalen-
teAUB=B.

Eldual deA U B =B produce AN B=B.PeroAN B=B « B C A. En consecuencia, el
dual de la proposicién AC B es la proposicién B C A. (También podriamos haber obtenido
este resultado usando AC B < AN B = A. En los ejercicios de esta seccién pediremos al
lector que verifique este caso.)

Cuando analizamos las relaciones que pueden existir entre los conjuntos implicados en
una proposicién de igualdad o contenido entre conjuntos, podemos estudiar la situacién de
manera gréfica.

Un diagrama de Venn (llamado asi en honor del 16gico inglés John Venn, 1834-1923)
se construye de la manera siguiente: 5\ aparece como el interior de un rectingulo, mien-
tras que los subconj de A se rep medi los interiores de circulos y otras
curvas cerradas. La figura 3.5 muestra dos diagramas de Venn. La regi6n sombreada de la
figura 3.5(a) representa el conjunto A, mientras que A queda representado por el drea no
sombreada. La regién sombreada de la figura 3.5(b) representa A U B. El conjunto A N B
es el drea cuadriculada de 1a figura.

a AU

b

Figura 3.5

Enlafigura 3.6, usamos los diagramas de Venn para establecer la segunda ley de De Morgan.
La figura 3.6(a) tiene sombreado todo excepto €l dread N B, de modo que la parte sombreada
representa A N B. Ahora utilizaremos un diagrama de Venn para mostrar A U B. Enla figura
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3.6(b), A es la regi6n representada por las lineas que van desde la parte inferior izquierda
ala superior derecha; las lineas que van de la parte superior izquierda a la inferior derecha
sombrean la regi6n que representaB. Por lo tanto, A U B est4 dada por la regién sombreada
de la figura 3.6(b). Puesto que el drea sombreada de la parte (b) es la misma que la de la
parte (a), s¢ sigue que ANB= AUB.

a A

(@ (0
Figura 3.6

Podemos seguir ilustrando el uso de estos diagramas para mostrar que siA, B, C S I,
AUBNC=(ANBuUCT

En vez de las regiones sombreadas, otro enfoque que también utiliza los diagramas de
Venn numera las regiones, como se muestra en la figura 3.7, donde, por ejemplo, la regién 3
esANBN Cylaregion 7esA N BN C.Cada regidn es un conjunto de laforma$, N §;
N 5, donde §, se reemplaza porA 0A,S;porB 0By §; por C o C. Por lo tanto, por laregla
del producto, existen ocho regiones posibles.

Al consultar la figura 3.7, vemos que A U B abarca las regiones 2, 3, 5, 6, 7, 8 y que las
regiones 4, 6, 7, 8 conforman el conjunto C. Porlo tanto, (A U B) N C comprende las regiones
comunes aA U By a C; es decir, las regiones 6, 7, 8. En consecuencia, (AUB)NC estd
formado por las regiones 1, 2, 3, 4, 5. El con_]unto A consta de las regiones I, 3,4, 6,
mientras que las regiones 1, 2, 4, 7 conforman B. En consecuencia, A N B comprende las
regiones 1 y 4. Como las regiones 4,6, 7. 8 comprenden C, el conjunto C esti formado por
las regiones 1, 2, 3, 5. Al tomar la unién de A N B con C, obtenemos las regiones 1,2,3,4,5,
como en el casode (AUB)NC.

A
(SN

Otra técnica para establecer las igualdades entre conjuntos es la tabla de pertenencia.
(Este método es similar al uso de la tabla de verdad presentada en la seccién 2.1.)
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Observamos que para los conjuntos 4, B € 9, un elemento x € Al satisface exacta-
mente una de las siguientes cuatro situaciones:

a) x€AxEB b) x€A,xEB
¢) xEAXEB d) xEA,xEB.

Cuando x es un elemento de un conjunto dado, escribimes un 1 en la columna que repre-
senta ese conjunto en la tabla de pertenencia; cuando x no estd en el conjunto, escribimos un
0. La tabla 3.2 proporciona las tablas de p iaparaA N B, A U B, A con esta notacién.
Por ejemplo, en este caso, la tercera fila de la parte (a) indica que cuando un elemento x €
AL estd en el conjunto A pero no estd en B, entonces no estden A M Bperosien A U B.

Estas operaciones con ¢eros y unos son iguales a las de la aritmética ordinaria, excepto
quelUlI=1

Tabla 3.2
A|B|ANB|AUB a
0lo0 0 0 01
01 0 1 1|0
110 0 1
111 1 1

(@) (®)

Por medio de las tablas de pertenencia podemos establecer la igualdad de dos conjuntos
si comparamos sus columnas respectivas en la tabla. La tabla 3.3 demuestra esto para la
propiedad distributiva de la unién sobre la interseccién. Vemos ahora cémo cada una de
las ocho filas corresponde exactamente a una de las ocho regiones del diagrama de Venn
de la figura 3.7. Por ejemplo, 1a fila 1 corresponde a laregién 1: ANB N Cylafila6
corresponde a laregién 7:AN BN C.

Tabla 3.3
A|B|C|[BNC |[AUMBNC) |AUB |AUC [(AUB)NAUQO)
0jofo0 0 0 0 0 0
0j0f1 0 0 0 1 0
oj1fo0 0 0 1 0 0
011 1 1 1 1 1
1(0|0 0 1 1 1 1
1(0]1 0 1 1 1 1
1(1]0 0 1 1 1 1
1(1]1 1 1 1 1 1
1 1

Puesto que estas columnas son idénticas, con-
duimosque AU BN =AUBNIALO

Antes de continuar debemos sefialar dos cosas: (1) un diagrama de Venn es simplemen-
te una representacion grafica de una tabla de pertenencia; (2) el uso de los diagramas de
Venn o las tablas de pertenencia podria ser atractivo, en particular, para el lector que por el
momento no se interesa por la escritura de demostraciones. Sin embargo, ninguna de estas
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técnicas especifica la 16gica y el razc i desplegados en los de perte-

PIEE

nencia ya presentados, por ejemplo, al demostrar que para cadad, B, CC U,

AUB=ANE, vy
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Los diagramas de Venn pueden ayudarnos a comprender ciertas situaciones matematicas,
pero cuando el nimero de conjuntos implicados es mayor de tres, el diagrama podria ser
dificil de dibujar.

Enr elar > de per ia (particularmente con sus explicaciones deta-
1ladas) es m4s riguroso que estas otras dos técnicas y es ¢l método preferido para demos-
trar resultados en la teorfa de conjuntos.

Ahora que disponemos de las leyes de la teoria de conjuntos, jqué podemos hacer con
ellas? Los siguientes ejemplos demostrardn la forma de utilizar las leyes para simplificar
una complicada expresién con conjuntos ¢ para obtener nuevas igualdades entre conjun-
tos. (Cuando se use més de una ley en un paso dado, mencionaremos la ley principal como
la razén.)

Simplifique la expresién (A UB)NCUB.

{AUB)NCUB Razones

={AUB)NC)NB Ley de De Morgan
=((AuB)NC)NEB Ley del doble complemento
=(AUB)N(CNB) Propiedad asociativa de la interseccién
=(AUB)N(BNC) Propiedad conmutativa de la interseccién
=[(AUB)NBINC Propiedad asociativa de la interseccitn
=BNC Ley de absorcion

El lector debe notar la analogfa entre los pasos y las razones de este ejemplo y los pasos
y razones utilizados para simplificar la proposicién

SRl vy Arlv-gl
hasta obtener la proposicién
qir

en el ejemplo 2.18.

Exprese A—B entérminosde Uy ~. _
De 1a definicién de complemento relativo,A—B={x| xEA A x& B} =AN B.Porlo
tanto,

-B=ANBA8 Razones
—AUB Ley de De Morgan
AUB Ley del doble complemento
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ABB=(AUB)NNB)
={AUB)UANB)
={AUB)U(ANB)
=(ANBUAUB)
=(ANB)U(ANBE)
=[(ANB)UAIN[(ANB)UE]
=[(AuA)N(BUA]N

[(AUB)N(BUB)]
=[NBUADIN(AVE)NYU]
=(BUA)N(AUB)
=(AUB)N(AUB)
=(AUB)N(ANB)
=AAB
=(AUB)N(AUB)
=(AUB)N(ANBE)
=AAB

De la observacién hecha en el ejemplo 3.19, tenemos que AAB={x|x EAUB A xEA
NB}=(AUB)-(ANB)=(AUB)N (ANB), porlo que

Razones

Ley de De Morgan

Ley del doble complemento
Propiedad conmutativa de U

Ley de De Morgan

Propiedad distributiva de U sobre N
Propiedad distributiva de U sobre N

Propiedad del inverso
Propiedad del neutro
Propiedad conmutativa de U
Ley de De Morgan

Propiedad conmutativa de N
Ley de De Morgan™

Para terminar esta seccidn, extenderemos las operaciones de conjuntos U e N mds alld

de tres conjuntos.

efinicion 3.10

Sea I un conjunto no vacio y O un universo. Para cadai € I, seaA,C . Entonces [ es un

conjunto indice (0 conjunto de indices) y cada i € I es un indice.

gAi={x[xEAg para al menos uni € I}, y
Q&=hk€& paratodo i €I}

Podemos reformular la definicién 3.10 usando cuantificadores:
x€ gA.—@aieI (xEA)
x€E QA.—@V:‘EI (xE€A)

Entonces, x €U ., 4, < —[Ji € I(x EA)) <> Vi € I(x & A); es decir, x & U

Asi

wert

y s6lo si x €A, paratodo indice i1, En formaandloga, x [ | o A & < [ViEIx EA)] <
3i € I(x € A); es decir, x €U A, siy sélo si x € A, para al menos un indice i € I
Si el conjunto de indices / es el conjunto Z*, podemos escribir

UAd=4,U0AU---=U4, NA=ANAN---=NA.
=T i=1 =2
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Seal={3,4,5,6,7} yparai EIseaA, ={1,2,3,...,i} C% =Z*. Entonces U _ 4,
=U7, 4 ={1,2,3,...,7} =A,, mientras que [1,.,4 ={1,2,3} =4,

Seanfl =Re/=R". Siparacadar ER", A =[ r], entonces|) _, A =Ry[ A =1{0}

Por desgracia, al trabajar con uniones e intersecciones generalizadas, las tablas de per-
tenencia y los diagramas de Venn son casi iniitiles; sin embargo, podemos seguir utilizan-
do la definicion rigurosa de pertenencia, como aparece en la primera parte de la demostra-
ci6n del teorema 3.3.

Leyes de De Morgan generalizadas. Sea I un conjunto de indices, donde para cada i€/ A,
C 9. Entonces
a UA=N3, b Na=UZ
el el il el
Demostracion: Demostraremos la parte (a) y dejaremos la demostracién de la parte (b) al
lector. Paracadax €l x €U A =x¢ U oA ©x€A, paracadai El & x €A,
paratodoi EI<>x € A

1. Para®l ={1,2.3,....9,10) seanA={1,2,3.4,5},B={1,2,4,8},€={1,2,3,5. 7}y D=
{2, 4, 6, 8}. Determine lo siguiente:

a) (AuB)NC b) AU(BNC) ¢ CuD
d CND € (AUB)-C f) AU(B-C)
® (B-C)-D h) B—(C-D) ) (AUB)-(CND)
2. SiA=[0.3],B=[2,7)y U =R, determine lo siguiente:
a) ANB b) AUB 9 A
d AAB ¢ A-B f) B-A
3. SeanWU={aboc...cnelA={abclyC={abdel.SiIANB=2yANB)CBC
C, determine B.

4, a) Determine los conjuntos A, BcuandoA-B={1,3,7,11},B-A={2,6,8} yANB={4.9}
b) Determine los conjuntos C,D, donde C—D={1,2,4},D-C={7.8} yCUD={1,2.4,
5,7,8,9})
5. Para@l ={1,2,3,...,29,30},seanB, CC AW conB=1{1,2,3.4.6,9,15} yC={2,3.6.
15, 22, 29}. ;Cuénto vale |B U C[?

6. SeanA, B, C, D, E C Z definidos como sigue:
A =1{2n|n € Z}—es decir, A es el conjunto de todos los miltiplos (enteros) de 2;

B={3n|neZ}; C={4n|lneZ}
D={6n|neZ})y E={8n|neZ}.
a) ;Cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cudles falsas?
i) ECCCA i) ACCCE i) BCD
ivy DCB v} DCA vii DCA
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7.

. D o refute lo si

b) Determine cada uno de los siguientes conjuntos.
i) CNE i) BUD iii) ANB
iv) BNnD v A vi) ANE
Sea A un universo finito con A, B € L. Ordene la siguiente lista, en orden creciente de
acuerdo con el tamafio.
a) |[AUB|,|B|,[9],|ANB[ YU
b) |[A-B|.|A|+|B|.[8].|ALB| [AUB|, |U|
o |A-B|,[0],|Al,|A| +|B], |[AUB]|. |%]|
Dado un universo *UL y los conjuntos A, B C L, ;a qué es igual (A — B) N (B - A)? Demuestre
su afirmacién.
Determine cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cudles son falsas.

a) 2°CQ* b Z°CQ 9 Q'CR

4 R°CQ e Q°NR*=Q" f) ZZUR"=R"
g R'NC=R" B CUR=R ) Q*NZ=Z
) ZuQ=2

. Demuestre cada uno de los siguientes resultados sin usar los diagramas de Venn o las tablas de

pertenencia. (Suponga la existencia de un universo L.y

a) SIACByCCD. entoncesANCCEBNDYAUCCBUD.
b) SIACCyBC C entonces ANBECYAUBCC.

) ACBsiysblosiANE=4.

d) ACBsiysslosiAUB=0.

. Demuestre o refute lo siguiente:

a) Para conjuntos A,B,CCU, ANC=BNC>A=8B.
b) Para conjuntos A, B,CCU, AUC=BUC>A=B.
¢) Paraconjuntos A, B,CCU, [(ANC=BNC)A(AUC=BUC)]>>A=8.
d) Paraconjuntos A,B,CCU, AAC=BACS>A=B.

. Usando los diagramas de Venn, analice la verdad o falsedad de lo siguiente, para los conjuntos

A BCCO.

2) AA(BNC)=(AAB)N(AAC)
b} AN(BAC)=(ANB)A(ANC)
¢ AA(BUC)=(AAB)U(AAC)
d) A-(BUC)=(A-B)N(A-C)
e) AA(BAC)=(AAB)AC

. SiA={a b d}. B={d x, y} y C={x z} jcudntos subconjuntos propios tiene el cenjunto

(A N B) U C7? ;cudntos tiene ¢l conjunto A N (B U C)?

Para un universo dado 2, cada subconjunto A de W sati las leyes de idemp ia para
la unién y la interseccion. (a) ;Existe algin mimero real que satisfaga la propiedad de
idempotencia para la suma? (Es decir, jpodemos encontrar alglin mimerc o ndmeros reales
tales que x + x =x?) (b) Responda la parte (a) reemplazando la suma por la multiplicacién.

. Escriba la proposicién dual para cada uno de los siguientes resultados de la teoria de conjuntos.

a) U=(ANB)UANBIUANB)U(ANE) b) A=AN(AUB)

©) AUB=(ANB)UANBIU(ANE) d) A=(AUB)N(AUB)
Use lz equivalencia A € B <+ A N B = A para demostrar que la proposicién dual de 4 C Bes
1a proposicién B C A.

e para los conj A BCWY.

a) P(AUB)=P(A)UP(B) b) P(4 NB)=P(A)NP(B)

. Utilice las tablas de pertenencia para establecer lo siguiente:

a) ANB=AUR b AUA=A ) AUMANB)=A
d) (ANB)UANC)=(ANB)UAND)
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19. a) ;Cuéntas filas se necesitan para construir la tabla de pertenencia para A N{(B U an
(DUEUF)?
b) ;Cuéntas filas se necesitan para construir la tabla de pertenencia para un conjunto formado
por los conjuntos Ay, Ay, . . ., A, usando N, Uy ~?
c) Dadas las tablas de p ia para dos conj A, B, ;cémo puede reconocerse la rela-
ciénA C B?
d) Urtilice la tabla de pertenencia para determinar si (A N B) U (BN (BNC) DAUBE.
20. Proporcione la justificacién (a partir de las propiedades de la teorfa de conjuntos) de los
pasos necesarios para simplificar el conjunto (4 N B) U [BN((CN D) U (CnDl, donde A,
B CDCA.

3 Pasos Razones
(ANBYUIBN((CND)U(ECND)]

=(AnB)UBN(CN(DUD)]

=(ANBUBN(CNA)]

=(ANB)U(BNC)

=(BNA)U(BNC)

=BN(AuUCQ)

21. Mediante las leyes de la teorfa de conjuntos, simplifique lo siguiente:
a) AN(B-A) b) (ANB)U(ANBNCND)U(ANBE)
¢ (A-B)U(ANBE) d) AUBU(AHBOC}
& AUMNBIUANBNOUMANBNCNDU --

22. PmcadanEZ’ seaA,, {] 2 3““ n-1,n}. (Aqui®™ =Z" y el conjunto indice es I =Z")
Determine UA_ ﬂA_. UA y ﬂA donde m es un entero positivo fijo.

23. Paracadan eZ‘ seaB _[n+l n+2 n+3 ..}.(Eneste caso, W =Z* y el conjunto indice
es I = Z*.) Determine UB_, ﬂB UB ¥ ﬂ , donde m es un en[e-ré positivo fijo.

q 24. Sea@l =Ryseal= Z‘. Para cadan € Z‘, sea A, = [-2x, 3n]. Determine lo siguiente:
a) A.f b) A. o As— A d) AsfAs
7 4
o Ua, 0 Na, g Ua, w MNa,
n=t =1 nez” =1

25. Dado un universo Il y un conjunto indice 7, para cada i € I, sea B, € “ll.. Demuestre que para
ACAU AN UoB)= UelANB) YA U (N,4B)= ,(AUB). (Propiedades
distributivas generalizadas)

;_ 26. Proporcione los detalles para la demostracién del teorema 3.6(b).
3 33
‘Técnicas de conteo y diagramas

de Venn

Con todo el trabajo tedrico y de demostracién de teoremas que realizamos en la seccion

anterior, ahora es un buen momento para examinar algunos otros problemas de conteo.
Para los conjuntos A, B de un universo finito Il , los siguientes diagramas de Venn nos ayuda-

rén a obtener férmulas de conteo para [A| y |A U B| en términos de |A], |B| y |A N B|.

O
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a

p ]

Figura 3.8

Como lo demuestra la figura 3.8, A UA =y A N A= {, asf que, por la regla de la
suma, |A| +|A|=|| o | A| = || — | A]. Los conjuntos A, B de la figura 3.9 tienen intersec-
cién vacia, por 1o que a partir de la regla de la suma obtenemos que |A U B|=|A| + |B|;es
necesario que A, B sean finitos, pero no se impone una condicién en el cardinal de 3.

Figura 3.9

Regresaremos al caso en que A, B no son disjuntos y derivaremos la férmula para |A U B|
con ¢l siguiente ejemplo.

En una clase de 50 alumnos de primer ingreso, 30 estudian BASIC, 25 Pascal y 10 estdn
diando ambos lenguajes. ;Cudntos al de primer ingreso estudian algin lenguaje
de computacién?

Sea Ol la clase de 50 alumnos de primer ingreso, A ¢l subconjunto de estudiantes que
estudian BASIC y B el subconjunto de alumnos que estudian Pascal. Para responder la
pregunta, necesitamos calcular |4 U B|. En la figura 3.10, los nimeros que aparecen en
las regiones se obtienen de la informacién dada:|A| = 30, |B| =25, |A N B| = 10. En
consecuencia, |A U B| =45 # [A]+ |B|, ya que |A| + | B] cuenta dos veces a los estu-
diantes que estdn enA N B. Para evitar este recuento excesivo, restamos | A N B| de |A] + | B|
para obtener la férmula correcta: |[A U B| = [A| + |B| - |[AN B].

U A 8

Figura 3.10
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Esta situaci6n se extiende al caso de tres conjuntos, como lo ilustra el siguiente ejemplo.

Un chip 16gico de 14 pins tiene cuatro puertas AND, cada una con dos entradas y una
salida. (Véase la Fig. 3.11) La primera puerta AND (la puerta de los pins 1, 2, 3) puede
tener cualquiera o todos los defectos siguientes:

D,: la primera entrada (pin 1) estd fijaen 0.
D;: lasegunda entrada (pin 2) estd fijaen 0.
D;: la salida (pin 3) estd fijaen 1.

14

2 —13,
—12
3

0

TLGJTJT
=

T—T— 8
f— Figura 3.11

Para una muestra de 100 de estos chips 16gicos, seanA, B y C los subconjuntos que tienen
los defectos Dy, D, y D, respectivamente. Si |[A| =23, |[B| =26, |C[ =30, [ANB[=T.
|JANC|=8,|BNC| =10y |AN BN C| =3, jcudntos chips de la muestra ticnen una
. primera puerta AND con defecto?

'E Si trabajamos en direccién contraria, de |4 N B N C| =3 a |A| = 23, etiquetamos las
; regiones como s¢ muestra en la figura 3.12 y vemos que |[A U BU C| =57= |A] + |B| +

A

Figura 3.12
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|€]-1ANB| -]ANC|—|BNC| +|AN BN C|.Asf, el ejemplo muestra 57 chips que
tienen una primera puerta AND con defecto y 100 — 57 = 43 chips en los que la primera
puerta AND no tiene defecto.

Cerraremos esta seccién con un problema que utiliza este resultado.

Un estudiante visita un salén de juegos al salir de la escuela y juega Laser Man, Millipede
o Space Conguerors. jDe cudntas formas puede jugar una de las opciones al dia, de modo
que juegue al menos una vez durant¢ una semana de clases?

/Aquf hay un cierio giro. El conjunto®l consta de todos las disposiciones de tamafio cinco
tomadas del conjunto de tres juegos, con repeticiones. El conjuntoA representa el subconjunto
de todas las series de cinco juegos practicados durante la semana sin jugar Laser Man. En
forma andloga, los conjuntos B y C se definen dejando fuera Millipede y Space Conquerors,
respectivamente. Las técnicas de conteo del capitulo 1 dan como resultado U | =35, |A| =
|B|=|C|=2,]ANB|=]ANC|=|BNC|=1=1y |[ANBN C| =0, asi que, por la
férmula anterior, existen |A N BN C] =3°=3 - 25+ 3 « 1~ 0= 150 maneras en que el
estudiante puede seleccionar sus juegos diarios durante una semana de clases y jugar cada
opcién al menos una vez. .

Este ejemplo también puede expresarse en forma de di i6n, ya que b el
niimero de maneras de distribuir cinco objetos distintos (lunes, martes, . . . , viernes) entre
tres recipientes distintos (los juegos de computador) sin dejar uno vacio, Diremos més
acerca de esto en el capitulo 5.

34
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probabilidad

Cuando uno realiza un experimento, como tirar un solo dado o seleccionar dos estudiantes
de una clase de 20 para trabajar en un proyecto, la lista de todos los posibles resultados
para esta situacion sc llama espacio muestral. En consecuencia, {1, 2, 3, 4, 35, 6} sirve
come un espacio muestral para el primer experimento mencionado, mientras que {{a. a}
|1<i<20,1<j<20,i=j} puede utilizarse para el segundo experimento, si denotamos
con a; el i-ésimo estudiante, para cada 1 <i <20.

Por desgracia, un experimento puede tener més de un espacio muesiral. Si tiramos una
moneda tres veces y analizamos los resultados, un posible espacio muestral para nuestro
experimento es {0, 1, 2, 3}, donde el niimero i, para 0 <i < 3, se refiere al ndmero de caras
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que aparecen en tres tiradas. Los resultados pueden darse también mediante el espacio
muestral & = {cara, cara, cara; cruz, cara, cara; cara, Cruz, ¢ara; cara, cara, Cruz; cruz,
cruz, cara; cruz, ¢ara, Criz; Cara, CTuz, CTuz; y Cruz, cruz, cruz}, donde intuimos que cada
uno de los ocho posibles resultados tienen 1a misma probabilidad de ocurrir. Esto no suce-
de en nuestro primer espacio muestral {0, 1, 2, 3}, donde creemos que hay més oportuni-
dad de obtener una cara en los tres tiros que de no obtenerla.

En este texto > Pre un esp: 1 en el que cada elemento tiene la
misma probabilidad de ocurrir. Sobre esta suposicién de probabilidad idéntica, usaremos
la definici6n de probabilidad dada por el matemético francés Pierre-Simon de Laplace

(1749-1827) en su libro Théorie analitique des possibilités.

Demostraremos estas ideas en los ejemplos siguientes.

En una sola tirada de un dado, jcual es la probabilidad de obtener un 5 o un 67
Aqui¥ = {1,2,3,4,5,6} yel sucesoA que queremos considerar es {5,6}. De aqui que

Pr(A)=||i§II=§=§.

Si tiramos una moneda cuatro veces, ;cudl es la probabilidad de obtener dos caras y dos
cruces?

En este caso, el espacio muestral estd formado por todas las sucesiones de la forma x,,
2, X3, %o, donde cada x, 1 < i < 4, se reemplaza por una cruz, o una cara, asi que || =2
= 16. El suceso A que nos interesa contiene todos las disposiciones de los cuatro simbolos
cara, cara, cruz, cruz, por lo que [A] = 41/(21 21) = 6. En consecuencia, Pr(A) = 6/16 = 3/8.

Para el ejemplo 3.27, cada tirada es independiente del resultado de cualquier tirada
anterior. Este caso se conoce como prueba de Bernoulli. En un primer curso de probabili-
dad, estas pruebas se analizan junto con la distribucién binomial, un ejemplo importante
de distribuci6n de probabilidad discreta. Regresaremos a esto en la seccion 16.4 del capi-
tulo 16, cuando estudiemos la aplicacién de los grupos abelianos en teoria de cddigos.
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El acrénimo WYSIWYG (siglas en inglés de “lo que ves es lo que obtienes™) se usa para
describir una interfaz con el usuario. Esta interfaz presenta material en una VDT (iniciales
en inglés para terminal de pantalla de video) precisamente en el mismo formato en que
aparece el material en una copia impresa.

Hay 7!/(2! 2!) = 1260 formas en que pueden ordenarse las letras del acrénimo
WYSIWYG. De estas, 120( = 5!) disposicicnes tienen las letras W y las letras Y consecu-
tivas. Asi, si ordenamos las letras de este acrénimo de una manera aleatoria, entonces la
probabilidad de que la disposicién tenga las letrasW y Y consecutivas es 120/1260 = 0.0952.

La probabilidad de que una disposicién aleatoria de estas siete letras comience y rermi-
ne con la letra W es [(SU/2DV/[(7U(2! 21))] = 60/1260 = 0.0476.

En nuestro ejemplo final usaremos los conceptos de diagramas de Venn y de probabilidad.

En una encuesta realizada a 120 pasajeros, una linea aérea descubrié que a 48 les gustaba
el vino (V) con sus alimentos, a 78 les gustaban las bebidas preparadas (P) y a 66 el ¢
helado (T). Ademds, a 36 les gustaba cualquier par de estas bebidas y a 24 pasajeros les
gustaba todo. Si se seleccionan dos pasajeros aleatoriamente de la muestra examinada de
120, jcuél es la probabilidad de que

a) (suceso A) ambos deseen solamente té helado con sus alimentos?
b) (suceso B) ambos prefieran exactamente dos de las tres bebidas que se ofrecen?

Con esta informacion, construimos ¢l diagrama de Venn que se muestra en la figura
3.13. El espacio muestral & estd formado por los pares de pasajeros que podemos selec-
cionar de la muestra de 120, por loque | | = (’;") =7140. El diagrama de Venn indica que
hay 18 pasajeros que tnicamente toman té helado, por lo que |A| = ('33) y Pr(A)=51/2380.
El lector deberd verificar que Pr(B) = 3/34.

a

Figura 3.11

JERCICIOS 3.3
/3.4

1. ;Cuéntas permutaciones de 26 letras diferentes del alfabeto contienen (a) el patrén “OUT” o el
patrén “DIG”; (b) ninguno de los patrones “MAN” o *ANT™?

2. Unnombre de vanable de seis caracteres en ANSI FORTRAN empieza con una letra del alfa-
beto. Cualquiera de los otros cinco caracteres puede ser una letra o un digito. (Se permiten
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repeticiones.) ;Cuéntos nombres de variables de seis caracteres contienen el patrén “FUN" o
el patrén “TIP™?

¢Cuéintas permutaciones de los digitos 0, 1, 2, . . . , 9 empiezan con un 3 o terminan con un 7,
© cumplen ambas condiciones?

. Un profesor tiene dos docenas de libros de introduccién a las ciencias de la computaci6n y estd

interesado en la forma en que tratan los temas (4) compiladores, (B) estructuras de datos y (C)
intérpretes. Los siguientes datos representan la cantidad de libros que contienen material rela-
tivo a estos temas:

|4]=8 |B]=13 |cl=13
|ANnB|=5 |lAnC|=3 |IBNCl=6
|ANBNC[=2

(a) ¢Cudntos libros incluyen el material de exactamente uno de estos temas? (b);Cuéntos no

tratan ninguno de estos temas? (¢);Cuéntos no tienen material sobre compiladores?

Darfo tira un dado tres veces. ;/Cudl es la probabilidad de que

a) su segundo y tercer 1iros sean ambos mayores que su primer tiro?

b) el resultado de su segundo tiro sea mayor que el de su primer tiro, y el resultado de su tercer
tiro sea mayor que el del segundo?

Al seleccionar un computador nuevo para su centro de cdlculo, el responsable del mismo exa-

mina 15 modelos diferentes, considerando: (4) el dispositivo para cinta magnética, (B) la terminal

para mostrar gréficas, (C) la memoria semiconductora (adem4s de la memoria principal). El

néimero de ¢ dores con cualquiera o todas estas icas s el siguiente: |A| = [B] =

|Cl=6,|]ANB|=|BNC|=1,]ANC|=2,]4 N BN C]| =0.(a);Cuantos modelos tienen

exactamente una de estas caracteristicas? (b); Cuéntos no tienen ninguna de estas caracteristi-

cas? (¢) Si se selecciona un modelo al azar, jcuél es la probabilidad de que tenga exactamente

dos de estas caracteristicas?

En la comunidad femenina Gamma Kappa Phi, las 15 estudiantes de tiltimo afio se forman de

una manera aleatoria para una fotograffa de fin de curso. Dos de ellas son Columba y Paty.

i Cul es la probabilidad de que en la fotografia

a) Paty guede en la posicién central de 1a fila?

b) Paty y Columba queden juntas?

©) queden cinco estudiantes entre Paty y Columba?

d) Columba quede en algin lugar a la izquierda de Paty?

. El grupo de primer ingreso en una escuela de ingenierfa tiene 300 esmdiantes. Se sabe que 180

pueden programar en Pascal, 120 en FORTRAN, 30 en APL, 12 en Pascal y APL, 18 en
FORTRAN y APL, 12 en Pascal y FORTRAN y 6 en los tres lenguajes.
a) Se elige un estudiante al azar. ;Cu4l es la probabilidad de que pueda programar en exacta-
mente dos lenguajes?
b) Seleccionamos dos estudiantes en forma aleatoria. ;Cudl es la probabilidad de que
i) ambos puedan programar en Pascal?
if) ambos puedan programar s6lo en Pascal?
En una estanterfa hay ocho libros diferentes, tres de fisica y cinco de ingenieria eléctrica,
colocados aleatoriamente. Encuentre la probabilidad de que queden juntos los tres libros de
fisica.

. Un cargamento de 24 autos nuevos contiene 15 en excelentes condiciones, seis con defectos

minimos y tres con defectos mayores. Si se seleccionan dos automéviles del cargamento, jcudl
es la probabilidad de que (a) ambos se encuentren en excelentes condiciones? (b) ambos ten-
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gan defectos menores? (c) a lo més uno tenga un defecto minimo? (d) al menos uno tengam
defecto minimo? (e) exactamente uno tenga un defecto minimo? (f) ninguno tenga un defecto
minimo?

£Qué relacién tienen los resultados de los apartados (b). () y (f)?

11. De manerz aleatoria se selecciona un entero entre 3 y 7 inclusive. Si A es el suceso de que sea
elegido un niimero divisible entre 3 y B es <l suceso de que el mimero sea mayor que 10,
determine Pr(A), Pr(B), Pr(A N B) y Pr(A U B). ;Como se relaciona Pr(A U B) con Pr(A).
Pr(B)y Pr(A N B)?

12. a) Silas letras del acrénimo WYSIWYG se ordenan de manera aleatoria, jcudl es 1a probabi--

lidad de que la disposicién comience y termine con la misma letra?
b) ;Cudl es la probabilidad de que una disposicién aleatoria de las letras de WYSIWYG no
tenga un par de letras idénticas consecutivas?

13. a) ;Cuantas disposiciones de las lerras de MISCELLANEQUS no tienen una pareja de letras

idénticas consecutivas?
b) Si se genera una disposicién de estas letras en forma aleatoria, jcudl es la probabilidad de
que no haya parejas de letras idénticas consecutivas?

14. ;Cudntas disposiciones de las letras de CHEMIST tienen la H antes de IaE, JaE antes de [aT,
o T antes de la M? (Aqui, “antes” significa cualquier lugar antes, y no inmediatamente antes.)

15. Si las letras de la palabra CORRESPONDENT se arreglan en orden aleatorio, jcudl es la
probabilidad de que la disposicién comience y termine con la misma letra?

35

En este capitulo presentamos algunos de los fundamentos de la teoria de conjuntos, ade-
més de ciertas relaciones con los problemas de conteo y de probabilidad elemental.

El 4lgebra de la teoria de conjuntos se desarroll6 durante los siglos diecinueve y veinte.
En Inglaterra, George Peacock (1791-1858) fue un pionero en reformas matematicas y
uno de los primeros, con su Treatise on Algebra, en revolucionar el concepto del dlgebray
1a aritmética. Sus ideas fueron desarrolladas mds tarde por Duncan Gregory (1813-1844),
‘William Rowan Hamilton (1805-1865) y Augustus De Morgan (1806-1871), quien inten-
t6 eliminar la ambigiiedad del 4lgebra elemental para ponerla en forma de postulados
estrictos. Sin embargo, fue en 1854, afio en que Boole publicé su Investigation of the Laws
of Thought, cuando se logré formalizar ¢l dlgebra de conjuntos y la I6gica y se extendi6 el
trabajo de Peacock y sus contemporaneos.

Nosotros nos hemos concentrado principalmente en los conjuntos finitos. Sin embargo,
¢l estudio de los conjuntos infinitos y sus cardinales ha ocupado las mentes de muchos
matemiticos y filésofos. [Veremos mds de esto en el apéndice 3. No obstante, quizd el
lector esté interesado en aprender més sobre funciones (tema que aparece en el capitulo 5)
antes de ver el material de este apéndice.] El enfoque intuitivo de la teoria de conjuntos se
realizé en tiempos del matematico ruso Georg Cantor (1845-1918), quien definié un con-
junto, en 1895, en una forma comparable a las “nociones intuitivas” que mencionamos al
comienzo de la seccion 3.1. Sin embargo, su definicién fue uno de los obstéculos que
Cantor no fue capaz de eliminar completamente de su teoria de conjuntos.
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Georg Cantor (1845-1918)
Reproduccién por cortesia de The Granger Collection, Nueva York

En la década de 1870, cuando Cantor estaba estudiando las series trigonométricas y las
series de nimeros reales, necesitaba una forma para comparar ¢l tamafio de los conjuntos
infinitos de nimeros. Su estudio del infinito como una realidad, que estd en el mismo nivel
que lo finito, fue realmente revolucionario. Parte de su trabajo fue rechazado ya que resulié
ser mucho més abstracto de lo acostumbrado por muchos mateméticos de su tiempo. Sin
embargo, su trabajo gané la suficiente aceptacion para que en 1890 la teoria de conjuntos,
tanto finita como infinita, fuera considerada una rama de las matemdticas por derecho
propio.

Si bien, al terminar el siglo, la teoria era aceptada ampliamente, en 1901 la paradoja
ahora conocida como la paradoja de Russell (que fue analizada en el ejercicio 25 de Ia
seccién 3.1) mostré que la teorfa de conjuntos propuesta eriginalmente tenfa una
inconsistencia interna. La dificultad parecia residir en la falta de restricciones al definir los
conjuntos; a idea de que un conjunto pudiera ser elemento de sf mismo fue considerada
particularmente sospechosa. En su trabajo Principia Math los m aticos bri-
ténicos Lord Bertrand Arthur William Russell (1872-1970) y Alfred North Whitchead
(1861-1947) desarrollaron una jerarquia en la teoria de conjuntos conocida como la reo-
ria de tipos. Esta teorfa axiomdtica de los conjuntos, entre otras formulaciones del siglo
veinte, evitaba la paradoja de Russell. Ademds de su trabajo en matematicas, Russell escri-
bi6 libros sobre filosofia, fisica y sobre sus opiniones politicas. Su gran talenta literario
fue reconocido en 1950 cuando gand el premio Nobel de literatura.

El descubrimiento de la paradoja de Russell, aun cuando se pudo remediar, tuvo un
profundo impacto en la comunidad matemdtica, ya que muchos comenzaron a preguntarse
si habria otras contradicciones ocultas. En 1931, el matemdtico (y 16gico) austriaco’ Kurt
Godel (1906-1978) formul6 la idea de que “en una condicidn de consistencia dada, cual-
quier sistema axiomético formal suficientemente fuerte debe contener una proposicién tal
que ni ésta ni su negacién sea demostrable y tal que cualquier demostracitn de consisten-
cia del sistemna debe usar ideas y métodos que estdn mds alld de los propios del sistema en

§ En realidad, Kurt Godel nacié en lo que era Checoslovaguia.
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Lord Bertrand Arthur William Russell (1872-1970)

si”. De esto aprendimos, lamentablemente, que no podemos establecer, de forma rigurosa
desde el punto de vista matemético, que no existen contradicciones en matematicas. Pero,
a pesar de esta “prueba de Gddel”, Ia investigacién matemdtica continda; de hecho, la
cantidad de investigaci6n realizada de 1931 a la fecha sobrepasa la de cualquier otro pe-
riodo en la historia.

El uso del simbolo de pertenencia € (una forma estilizada de la letra griega épsilon) fue
introducido en 1889 por el matemdtico italiano Giuseppe Peano (1858-1932). El simbolo
“E€" abrevia la palabra griega “con:” que significa “estd”.

Los diagramas de Venn de la seccién 3.2 fueron introducidos por el 16gico inglés John
Venn (1834-1923) en 1881. En su libro Symbolic Logic, Venn aclard ideas desarrolladas
anteriormente por su compatriota George Boole (1815-1864). Ademds, Venn contribuyd
al desarrollo de la teoria de la probabilidad, descrita en su ampliamente conocido libro de
texto sobre esta materia.

Si quisiéramos resumir la importancia del papel de la teoria de conjuntos en el desarro-
llo de las mateméticas del siglo veinte, podriamos recurrir a la siguiente cita atribuida al
matematico alemdn David Hilbert (1862-1943): “Nadie podrd expulsarnos del paraiso
que Cantor ha creado para nosotros™

En la secci6n 3.1 mencionamos la disposicién de nimeros conocida como el tridngulo
de Pascal. Podriamos haberla presentado en el capitulo 1, con el teorema del binomio,
pero esperamos hasta contar con algunas identidades combinatorias necesarias para veri-
ficar la forma en que se construye el tridngulo. La disposici6n ya aparece en el trabajo del
algebrista chino Chu Shi-kie (1303), aunque su primera aparicién en Europa fue en el sigloxv,
en la portada del libro de Petrus Apianus (1495-1552). Niccolo Tartaglia (1499-1559)
utilizé este tridngulo para calcular las potencias de (x + y). Debido a su obra sobre las
propiedades y aplicaciones de este tridngulo, la disposicién recibe el nombre del matema-
tico francés Blaise Pascal (1623-1662).
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Por dltimo, aunque la probabilidad surgi6 con los juegos de azar y los problemas de
enumeracién, la mencionamos en este punto debido a que la teorfa de conjuntos evolucio-
16 como ¢l medio necesario para establecer y resolver problemas de esta importante drea
contempordnea de las mateméticas aplicadas.

Gran parte de la historia y desarrollo de la teoria de conjuntos aparece en el capitulo 26
de C. Boyer [1]. El desarrollo formal de la teorfa de conjuntos, incluyendo los resultados
relativos a los conjuntos infinitos, s¢ puede encontrar en H. Enderton [3], P. Halmos [4].
7. Henle [5] y P. Suppes [7]. Una interesante historia de los origenes de las ideas en proba-
bilidad y estadfstica, hasta la época de Newton, aparece en E N David [2]. Los capitulos

1 ¥ 2 de P. Meyer [6] son una fuente excelente para los interesados en aprender mds acerca

de la probabilidad discreta.
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Sean4, B,C C . Demuestre que (A - B) € Csiy sélo

-C)CB.

HA,BC%,dmuauequeA CBsiysélosi[VCCAU

CA) = CC B

SeanA, B,C C Al. Demuestre la verdad o falsedad (con

pmnuaejemplu) de lo siguiente:

. a) A—C=B-C>A=B

B (ANC=BNONMA-C=B-C)>A=B

9 [(AUC=BUCOAA-C=B-C)]>A=B

d) P(A - B)=P(4) - P(B)

a) Paralos enteros positivosm, n, 7, conr <min{m, n},
muestre que

(-G ) +(G) )

(M= E G2
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b) Para un entero positivo n, muestre que
»- z
(7)-20)
n) iZa\k
5. a) ;De cuéntas formas puede un profesor dividir un

grupo de siete estudiantes en dos equipos, de modo
que cada uno contenga al menos un estudiante?
;al menos dos estudiantes?

b) Responda la parte (a) reemplazando siete por un
entero positivo n > 4.

6. Determine si cada una de las siguientes proposiciones
es verdadera o falsa. Para cada proposicion falsa, dé un
contraejemplo.

a) SiAy B son conjuntos infinitos, entonces A N B
es infinito.
b) SiBesinfinito y A C B, entonces A es infinito.

©) SiAC Bcon B finito, entonces A es finito.
d) SiA C Bcon A finito, entonces B es finito.

7. Un conj| tiene 128 subc s de cardinal par.
(a) ;Cudntos subconjuntos de A tienen cardinal impar?
(b) (Cusinto vale |A]?

8. SeaA=1{1,2,3,...,15}
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a) ;Cuéntos subconjuntos de A contienen todos los
enteros impares de A?

b) ;Cudintos subconjuntos deA contienen exactamente
tres enteros impares?

¢) ;Cuéntos subconjuntos de A de ocho elementos
contienen exactamente tres enteros impares?

d) Escriba un programa (u dmarmlle un algnnnno)

-ho

para generar un
A eimprimir el nimero de estos q
impares.

. SeanA, B, CCU. Demuestreque (ANB)UC=AN
UCQC)siysélosiCCA

). Para cualesquiera A, B,C C A, demuestre que (A— B) -
-(A-C)-(B-C).

. Para cualesquiera A, B,C € A, demuestre que (a) A U
- A siysélosiA CB; (b AN B= @51yséloszADB

. Sea AUl un universo dado conA, BC A, [ANB| =
UB|=8y |U|=12
a) ;Cuntos subconjuntos C C 9 satisfacenA N BC
€ € A U B? ;Cusntos de estos subconjuntos C
contienen un nimero par de elementos?
b) ;Cufintos subconjuntos D € Al satisfacen AUB
C D C AU B? ;Cusntos de estos subconjuntos D
contienen un nimero par de elementos?

. Sea Al = R y consideremos el conjunto indice I'= Q~.
racadag € Q, seanA = [0, 24] y B,= (0, 3q]. Determine
siguiente:

a) Amn b) Bus ¢) As—B; d) AsAB,
b 'LEJ,A‘, n quBq 2 QA, B) ng

. Para un universo ! y conjuntos A, B C %, demuestre
siguiente:

a) AAB=BAA b) AAA=%

) AAU=A

d) AA @=A,porloque fes el neutro paraZl, al igual
que para U

. Consideremos la siguiente tabla de pertenencia (Tabla
1). Si tenemos como condici6n que A C B, entonces sélo
bemos tener en cuenta las filas de la tabla para las que
o es verdadero (las filas 1, 2 y 4, que se indican mediante
a flecha. Para estas filas, las columnas de By A U B son

Tabla 3.4
A|B|AUB
= |(0|0] O
=01 1
110 1
- (1|1 1

exactamente iguales, por lo que esta tabla de pertenencia
muestraqueACB=AUB=8.

Utilice las tablas de pertenencia para verificar lo siguiente:

a) ACB=>ANB=A
B) [(ANB=A)A(BUC=0)]=>

AUBUC=C _ _
¢ CCBCA>(ANBUBND=
ANC

d) AAB=C=>AAC=By BAC=A

16. Enuncie el dual de cada teorema del ejercicio 15. (Aqui

se usa el resultado del ejemplo 3.17 junto con el teorema

35)

17. a) Determine la cantidad de disposiciones lineales de
m unos y r ceros sin que haya unos adyacentes.
(Establezca las condiciones necesarias para m, 1.}

b) Si%u={1,2.3,.... n}, ;Cudntos conjuntos A Tl
son tales que |A| =ky A no comene enteros con-
secutivos? (Establezca las
paran, k)

18. SeaA=[n|n €Z*,15n<100).Si B C A, y ningin
elemento de B es el triple de otro elemento de B, ;cudl esel
méximo valor posible de |B|?

19. En una exposicién cientifica de una escuela secunda-
ria, 34 estudiantes recibieron premios por sus proyectos cien-
tificos. Se dieron 14 premios por proyectos de biologia, 13
de quimica y 21 de fisica. Si tres estudiantes recibieron pre-
mios en las tres dreas temdticas, jcudntos recibieron pre-
mios por (a) un drea atica? (b) dos dreas
teméticas?

20. Si las letras de la palabra BOOLEAN se ordenan al
azar, jcuél es la probabilidad de que las dos letras O queden
juntas en la disposicién?

21. Si sedistribuyen 16 galletas con chispas de chocolate
entre cuatro nifios, jcudl es la probabilidad de que cada
nifio reciba (a) al menos una galleta? (b) al menos dos ga-
1letas?

22. Cincuenta estudiantes, cada uno con 73 centavos, visi-
taron el sal6n de videojuegos del ejemplo 3.25. Deellos, 17
jugaron los tres videojuegos y 37 jugaren al menos dos de
ellos. Ningiin estudiante practicé otro del salén, ni tampoco
el mismo juego més de una vez. Cada juego cuesta 25 cen-
tavos y el total obtenido de la visita de los estudiantes fue
de $24.25. ;Cuéntos estudiantes optaron por ver y no jugar
ninguno de los juegos?

23. ;De cudntas formas puede asignarse trabajo a 15 ayu-
dantes de laboratorio en uno, dos o tres experimentos dife-
rentes, de modo que en cada experimento haya al menos
una persona al pendiente de €17
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Ejercicios comp )

24. Lap Diana pi con tres pregl

mpodequ[mma.HayZl estudiantes en su clase y
mo de ellos contestd al menos una pregunta. Cinco
ntes no contestaron la primera pregunta, siete falla-
al contestar la segunda, y seis no contestaron la tercera
ta. $i nueve estudiantes contestaron las tres pregun-
jcudntos. unap ?

5. Sea W un universo dado, con A, BC WU, AN B =0,
=12y | B| = 10. Si se eligen siete elementos deA U B,
1a probabilidad de que la selecci6n contenga cuatro
tos de A y tres de B?

6. Para un conjunto finito A de enteros, sea 6(4) la suma

los elementos de A. Entonces, si A s un universo finito
omado de Z*, 2 acrw O(A) denota la suma de todos los
nentos de todos los subconjuntos de Al. Determine
o(A) para

a) 4={1,2,3}L b) U={1,2,3,4}.
) u={1,2,3,4,5}. d u={1,2,3,...,n}
€ U=1{a,,:,85,...,8.}, dondes =a; + 2 +a; +
ceeta.
27. a) En a;edrez.:l ey se puede mover una casilla en
Si que el rey sélo
se punde mover hacia adelante (una casilla hacia
arriba, hacia la derecha o en forma diagonal hacia
¢l noreste), a lo largo de cudntas trayectorias se
puede mover un rey de la casilla de la esquina in-
ferior izquierda hasta la de la esquina superior de-
recha en el tablero comiin de 8§ x 87
b) Paralas trayectorias de la parte (a), ;cuél es la pro-
babnhdad de que una d: ellas contenga (i) exacta-
les? (ii) exactamen-
te dos movimi di ivos? (iii)
un niimero par de movimientos diagonales?







A

ropiedades de los
anteros: Induccion
matematica

Y a que hemos ofdo de los enteros desde nuestros primeros ENCUSALTOS con 1a aritmética,
en este capitulo examinaremos una propiedad particular que se halla presente en el
subconjunto de los enteros positivos. Esta propiedad nos permitiré establecer algunas for-
mulas y teoremas matemdticos mediante una técnica llamada induccién drica. Este
método de demostracién tendrd un papel central en muchos de los resultados que obten-
dremos en capftulos posteriores de este texto. Ademis, este capitulo presenta tres conjun-
tos de nimeros que son muy importantes en ¢l estudio de las matemdticas discreta y
combinatoria: los nimeros arménicos, los ndmeros de Fibonacci y los nimeros de Lucas.
Cuando x, ¥ € Z, sabemos que.x + Y, &y —yEL Asi, decimos gue €l conjunto Zes
cerrado en (las operaciones binarias de) suma, multiplicacion y resta. Sin embargo, al
pasaral caso de la divisién, vemos, por ejemplo, que 2, 3 € Z pero que el niimero racional
2o es un elemento de Z. De modo que el conjunto Z de los enteros no es cerrado enla
operaci6n binaria de divisién entre nimeros distintos de cero. Para enfrentar esta situa-
ci6n, presentaremos una forma un poco restringida de division para Z y nos concentrare-
mos en algunos elementos particulares de Z* llamados primos. Estos primos serdn como
1os “blogues de construccién” de los enteros, y nos dar4n el primer ¢jemplo de un teorema

de representacion; en esie ¢aso, ¢l teorema fundamental de la aritmética.

4.1
El principio del buen orden:
Induccién matematica

Dados dos enteros diferentes X, ¥, sabemos que x <y 0y <x. Sin embargo, esto también es
cierto si, en vez de ser enteros, x y y son nimeros racionales o ndmeros reales. ;Qué hace
especial a Z en este caso? Supongamos que (ratamos de expresar el subconjunto Z* de Z,
mediante los simbolos de desigualdad >y >. Vemos que podemos definir €l conjunto de
los elementos positivos de Z como

2 Z = eZlx>0=xEZx=1}

183



No obstante, cuando intentamos hacer lo mismo con los ndmeros racionales y reales, ve-
mos que

=xEQx>0 y R ={ERx>0},

pero no podemos representar Q* o R* con = como lo hicimos con Z*.

El conjunto Z* es diferente de los conjuntos Q* y R* por el hecho de que fodo subconjunio
no vacio X de Z* contiene un entero g € X tal que a4 < x, para todo x € X; es decir, X
contiene un elemento mener (0 minimo). Esto no ocurre para Q* o R*. Estos conjuntos ensi.
mismos no contienen elementos minimos: no existe un nimero racional positive ni un ng-
mero real positivo minimo. Si g es un niimero racional positivo, entonces, como 0 < g/2<g,
tendriamos un némero racional positivo més pequeiio, g/2.

Estas observaciones dan lugar a la siguiente propiedad del conjunto Z* C Z.

Este principio sirve para distinguir a Z* de Q* o R*. Pero, ;conduce a algo que sea
interesante o 1itil desde el punto de vista matemético? La respuesta es un rotundo “{Si!” Es
1a base de una técnica de demostracién conocida como induccién matemdtica. Esta técnica
nos ayudard con frecuencia para demostrar una proposicién matemdtica general relacio-
nada con los enteros positivos, cuando algunos casos de esa proposicién sugieran un pa-
trén general.

Ahora estableceremos la base de esta técnica de induccion.

EOREMA 4.1

Principio de induccidn finita o principio de induccién matemdtica. Sea S(n) una proposi-
cién matemdtica abierta (o un conjunto de tales proposiciones abiertas), en la que aparece
una o varias veces la variable n, que representa a un entero positivo.
a) Si5(1) es verdadera; y
b) siempre que S(k) sea verdadera (para algin k € Z* particular, pero elegido al azar),
entonces S(k + 1)serd verdadera;

entonces S(n) es verdadera para todo n € Z*.

Demostracién: Sea S(n) una proposicién abierta con las condiciones (a) y (b), y seaF={t
€ Z* | 5(r) es falsa}. Queremos mostrar que F= @, asf que para obtener una contradiccion
suponemos que F # @. Entonces, por el principio del buen orden, F tiene un elemento
minimo 5. Como S(1) es verdadera, s # 1, por lo que 5> 1 y, en consecuencia, s — 1 € Z*.
Comos—1& F, tenemos que S(s — 1) es verdadera. Asf, por la condici6n (b), se sigue que
8((s — 1) + 1) = §(s) es verdadera, lo que contradice que s € F. La contradiccién surge de
la hipétesis F # @. Por lo tanto, F = @.

Hemos utilizado el principio del buen orden en la demostracion del principio de induccién
matemética. También es cierto que el principio de induccién matematica nos sirve para demos-
trar el principio del buen orden. Sin embargo, no nos detendremos en este punto por ahora. En
esta seccién, nuestro principal objetivo es comprender y utilizar ¢l principio de induccién ma-
temdtica. (Sin embargo, en los ejercicios de la secci6n 4.2 analizaremos la forma en que se
el principio de induccién matemdtica para demostrar el principio del buen orden.)




En el enunciado del teorema 4.1, 1a condicién de la parte (a) se conoce como la base de
la induccidn, mientras que la parte (b) se conoce como el pase inductivo.

La eleccién de 1 en la primera condicién del teorema 4.1 no es obligatoria. Lo tnico
que se necesita es que la proposici6n abierta S(n) sea verdadera para un primer elemento
ny € Z para que el proceso de induccién tenga un lugar de inicio. Necesitamos que S{r,)
sea verdadera como base de la induccién. El entero m, podria ser 5 o 1. Incluso podria ser
0 o negativo, puesto que el conjunto Z* junto con {0} o cualquier conjunto finito de ente-
ros negativos sigue siendo bien ordenado. (Si hacemos una demostracién por induccién y
partimos de 1, < 0, nos fijamos en el conjunto de todos los enteros negativos consecutivos
= n,, unido con {0} y Z*)

En estas circunstancias, podemos expresar el principio de inducci6n finita, usando
cuantificadores, como

[S(1e) ALV = o [S(0) > S(k + DI Y =y S(r).

Podemos comprender mejor la razén de la validez de este método de demostracién
usando nuestra intuicién, junto con la situaci6n que se presenta en la figura 4.1.

En la parte {2) de la figura vemos las primeras cuatro fichas de una disposicién (ordena-
da) finita de fichas de domin6, cada una puesta en forma vertical. El espacio que hay entre
dos fichas consecutivas es siempre ¢l mismo y es tal que si cualquier ficha (digamos, la
k-ésima) se empuja hacia la derecha, entonces golpeard la siguiente ((k + 1)-ésima. Este
proceso se representa en la figura 4.1(b). Nuestra intuicion nos hace pensar que este proce-
so continuar4: la (k + 1)-ésima ficha golpeard (a la derecha) la (k + 2)-ésima, etcétera.

ny ng+ 1 ng+2 ng+3

@

ny npF 1 imgEZ ong+3

(@

Figura 4.1



La parte (c) de la figura indica que la verdad de S(n,) proporciona el empuje (a la derecha)
de la primera ficha (en ny). Esto proporciona la base de la inducci6n y pone en movimiento
el proceso. Como S(k) es verdadera, S(k + 1) es verdadera, lo que nos proporciona el paso
inductivo y continia el proceso de caida de las fichas. Entonces, podemos inferir el hecho
de que $(n) es verdadera para toda n=n, si imaginamos fodas las fichas sucesivas cayendo
(hacia la derecha).

‘Ahora demostraremos varios resultados que utilizan el tecrema 4.1.

Para cualquiern € Z+, Y Li=1+2+3+---+n=(n)(n+ 1)/2.
Demostracién: Para n = 1, la proposicién abierta

S(n): éi=1+2+3+ e tn=(n)(n+1)2
i=1

se convierte en S(1): ¥ i = (1)(1 + 1)/2. Asi, S(1) es verdadera y tenemos nuestra base
para la induccidn, un punto de inicio para comenzar la induccién. 8i suponemos que el
resultado es cierto paran =k (para algiink € Z*), queremos establecer nuestro pase inductivo
mostrando que la verdad de S(k) “obliga” a aceptar la verdad de S(k + 1). [La hipétesis de
1a verdad de S(k) es nuestra hipdtesis de induccién.] Para establecer la verdad de S(k + 1),
necesitamos mostrar que

B (e 1)(k+2
$ G+
i=1 2
Hacemos lo siguiente.
E+1 k k(k +
2i=1+2+-v-+k+(k+l)=(Ei)+(k+1)=a—21)+(k+1),
=1 i=1
ya que estamos suponiendo la verdad de S(k). Pero

HEHD L g k4D 204D K+ 1E+2)
2 2 2 2

1o que establece el paso inductivo [condicién (b)] del teorema.
En consecuencia, por el principio de induccién finita, 5(n) es verdadera para todon € Z*.

Ahora que hemos obtenido 1a férmula para la suma ¥ 7 i de dos formas (véase el gj.
1.38), nos desviaremos un poco del tema principal y estudiaremos un ejemplo que usa esta
férmula de la suma.

Una ruleta tiene nimeros del 1 al 36 pintados en ella de manera aleatoria. Mostraremos
que, independientemente de la posicién de los niimeros, hay tres nimeros consecutivos
{en la ruleta) que suman 55 o més.

Sea x; cualquier ndmero de la ruleta. Contamos en direccién de las manecillas del reloj
a partir de x,, y llamamos a los demé&s niimeros x;, X3, . . . , X35. Para que el resultado sea

rs




falso, debemos tenerx; + X, + X3 <55, X + X3 + Xy <55, . . ., Xag + Xag + X5 < 55, Xy + X+
X, <55 ¥ %35+ X, 2, < 55. En estas 36 desigualdades, cada uno de los términos x;, %, - . ., X5
aparece exactamente tres veces, por lo que cada uno de los enteros 1,2, . . ., 36 aparece tres
veces. Si sumamos las 36 desigualdades, tenemos que3Y, 2 x, =33 % i< 36(55) = 1980.
Pero 2£,i=(36)(37)1‘2= 666 y esto nos da la contradiccién 1998 = 3(666) < 1980.

La siguiente férmula para una suma nos lleva de la primera potencia a los cuadrados.

Demuestre que para cualquier » € Z*, ’.',_1:'2: (n)(n + 1)(2n + 1)/6.
Demostracién: Aqui trabajamos con la proposici6n abierta

S(r): 2= (n)(n +1)2n + 16
=1
Base de la induccién: Comenzamos con la proposicién S(1} y vemos que
1
Zi?=1= 1)1+ 1)(2() + 1)/,
i=1
por 1o que S(1) es verdadera.
Paso inductivo: Supongamos ahora la verdad de S(k) para un k € Z* (particular), es
decir, supongamos que
&
Tit=k(k+1)(2k +1)6
=1

es una proposicién verdadera (al reemplazar n por k). De esta hipétesis queremos deducir
la verdad de

k+1

Sk+1): Zit=(k+1D((k+1)+ 12Kk +1)+1)/6
"o+ Dk +2)(2k +3)/6.

Si usamos la hipétesis de induccién S(k), vemos que

k+1 &
SR=12+P++ B+ (k+1P=2 P+ (k+ 1P
i=1

: =[(R)(k + 1)(2k +1)/6] + (k + 1)".

De esto tenemos g

k+1

T 2= (k + DIk + 1)/6 + (k + D] = (k + DK+ Tk + 6)/6]
T =k + Dk +2)2k+3)/6,

y el resultado general se obtiene por induccién matemdtica.




Antes de presentar més resultados en los que utilizamos el principio de induccién ma-
temética para establecer su validez, observemos ¢l inicio de las demostraciones de los
ejemplos 4.1 y 4.3. En ambos casos, simplemente reemplazamos la variable n por 1, obte-
nemos igualdades sencillas y verificamos si son verdaderas. Si consideramos que era defi-
niti més complicad blecer el paso inductivo en el resto de estas demosiracio-
nes, tal vez nos preguntemos por qué hay que preocuparse por la base de la induccién. Por
ello, vamos a analizar el siguiente ejemplo.

Sin € Z*, establezca la validez de la proposici6n abierta
S(n): Di=1+2+3+ - +n=+n+2)2
=1

Esta vez vamos directamente al paso inductivo. Si suponemos la verdad de la proposi-
cién

k
S(k): Zi=1+2+3+ - +k=(C+k+2)2.
i=1
para algtn k € Z* (particular), queremos ver si podemos inferir la verdad de la proposi-
cién
k+1
Sk+1): Ti=1+243+ - +k+(k+D)=[(k+1P+(k+1)+2]2
i=1
= (k2 +3k+4)2.
Como lo hicimos anteriormente, usamos la hipétesis de induccién y hacemos el célculo
siguiente:
k+l k
Ei=1+2+3+---+k+(k+1)=(§i)+(k+1)=(k2+k+2)n2+(k+1)
i=1 i=1
=(R+k+2)2+ Qk+2)2= (K +3k +4)2.

Por lo tanto, para cualquier k € Z*, se tiene que S(k) = S(k + 1). Pero antes de decidir
si aceptamos la proposicién Vn 5(rr) como verdadera, reconsideremos el ejemplo 4.1, don-

de aprendimos que i = n(n + 1)/2, para todo n € Z*. Por lo tanto, podemos usar estos
i=l
dos resultados (¢l ejemplo 4.1 y el recién “establecido”) para concluir que

Vn [n(n+1)tz=2iz(n=+n+2)fz].
=1
Asi, tenemos que para todo n € Z°,
n(n+1)2=(@m+n+2)2,

lo que implica que 2(n + 1)=n’+n + 2y 0=2. (jAlgo estd mall)

1
Sin=1,entonces Y 1= 1, pero (F+ n+ 202 = (1 + 1 + 2)/2 = 2. Asi, 5(1) no es
a i=l




Pero tal vez pensemos que este resultado inicamente indica que elegimos el punto de
inicio incorrecto. Tal vez S(n) sea verdadera paratodon = 3,0 todon = 7, o todon = 137.
Sin embargo, si usamos ¢l argumento anterior, sabemos que para cualquier punto inicial
ny € Z*, si S(n,) fuera verdadera, entonces

L)
(M +m+2R=2i=1+2+3+ - +n,
im1

del resultado del ejemplo 4.1, tenemosi i = ny(ng + 1)/2, por lo que nuevamente tendria-

mos 0 = 2; asf, no tenemos un punto de Tnicio.
Este ejemplo debe indicar al lector la necesidad de establecer la base de la induccidn;
sin importar lo fécil que sea verificarla.

Consideremos ahora los siguientes programas en Pascal. El programa de la figura 4.2
utiliza un ciclo repeat — until para acumular la suma de cuadrados. El segundo programa
(Fig. 4.3) demuestra la forma de usar el resultado del ejemplo 4.3 en vez de tal ciclo. Cada
programa se usa para evaluar la suma de los cuadrados de los primeros 17 enteros positi-
vos. Sin embargo, mientras que el programa de la figura 4.2 implica un total de 2n(= 34)
sumas y n(= 17) aplicaciones del proceso de elevar al cuadrado (sqr), el programa de la
figura 4.3 requiere s6lo dos sumas, tres multiplicaciones y una divisi6n (entera). El nime-
1o total de sumas, multiplicaciones y divisiones (enteras) sigue siendo 6 aunque ¢l valor de
n sea cada vez mayor. En consecuencia, el programa de la figura 4.3 se considera més
eficiente. (Examinaremos esta idea de un programa mds eficiente en las secciones 5.7y
5.8)

Progranm SumQ fSquaresl (input, output);
Var
i,n,s: integer;
Begin
Writeln{'Queremos encontrar la suma de los cuadrados de los
primeros ‘);

Write('n enteros positivos, cuando n = ');
Read(n);
s := 0;
i:=0;
Repeat
i::=41i+ 1;
s := 8 + sgrii)
Until i = n;

Writeln('La suma de los cuadrados de los primeros ‘, n:0);
Write(' enteros positivos es ’, s:0)
End.

Queremos encontrar la suma de los cuadrados de los primerocs
n enteros positivos, cuando n = 17

La suma de los cuadrados de los primeros 17

enteros positivos es 1785

Figura 4.2



Program SumOfSquaresl (input, output);

Var
n,s: integer;

EBegin
writeln('Queremos encontrar la suma de los cuadrades de los ‘);
Write(‘primeros n enteros positivos, cuandon = ‘};
Read(n);
s := (n)*(n + 1)*(2 * n + 1) Div 6;
Writeln('La suma de los cuadrados de los primeros ', n:0);
Write(' enteros positivos es ", s:0)

End.

Queremos encontrar la suma de los cuadrades de los primeros
n enteros positives, cuande n = 17

La suma de los cuadrados de los primeros 17

enteros positivos es 1785

Figura 4.3

§i observamos de nuevo nuestras dos primeras aplicaciones de la induccién matemati-
ca (en los ejemplos 4.1 y 4.3), es posible que nos preguntemos si este principio se aplica
s6lo para la verificacién de férmulas para sumas conocidas. Los siguientes seis ejemplos
muestran que la induccién matemitica es una herramienta vital en muchas otras circuns-
tancias.

Consideremos la suma de enteros positivos impares consecutivos.

n1 =1 (=1)
2) 1+3 = (=2)
3) 1+3+5 = (=3)
4 1+3+5+7 =16 (=4)
5) 1+3+5+7+9 = (=%
6 1+3+5+7+9+11 =36 (=69
De estos primeros seis casos conjeturamos el sigui resultado: la suma de los prime-

ros n enteros positivos impares consecutivos es n?, es decir, para todo n € Z°,
S(n): Z(2Z-1)=r
i=1

‘Ahora que hemos desarrollado una posible férmula correcta para la suma, utilizaremos
el principio de induccién matemética para verificar que ¢s verdadera para todon 2 1.

De los célculos anteriores, vemos que S(1) es verdadera [al igual que $(2), 5(3), S(4),
5(5) y S(6)]. por lo que ya tenemos una base para la inducci6n. Para el paso inductivo,
suponemos que S(k) es verdadera y tenemos

k

Z@i-n=r

=1



Deducimos ahora que S(k + 1) es verdadera: 3, & (2i —1)=(k + 1)>. Como suponemos
que S(k) es verdadera (nuestra hipétesis de induccién) escribimos
k+l k
T@-D)=2@-)+Rk+1)-1]=F+2k+D-1]
i=1 w1
=K +2k+1=(k+1)

En consecuencia, el resultado S() es verdadero para todo » = 1, por el principio de
induccién matemética.

Ahora es el momento para analizar algunos resultados que no son férmulas para sumas.

En la tabla 4.1 hemos enumerado en columnas adyacentes los valores de 4n y n* — 7 para
los enteros positivos »,donde 1 =n = 8.

Tabla 4.1
3 4n -7 | = 4n n*-7
1 4 -6 5 20 18
2 8 -3 6 24 29
3 12 2 7 28 42
4 16 9 8 32 57

A partir de la tabla, vemos que (n*—7) <4nparan = 1,2, 3, 4, 5; pero cuando n = 6,7,8,
tenemos que 4n < (n*— 7). Estas tres dltimas observaciones nos hacen conjeturar que para
todon =6, 4n< (-7

Una vez més, el principio de induccién finita es la técnica de demostracién que necesi-
tamos para verificar nuestra conjetura. Denotamos con S(n) la proposicion abierta: 4n <
(n?— 7). Entonces la tabla 4.1 confirma que S(6) es verdadera [al igual que 5(7) y S(8)], ¥
tenemos la base de induccién. (Finalmente tenemos un ejemplo donde ¢l punto inicial es
un entero ng # 1.)

En este ejemplo, la hipétesis de inducci6n es S(k): 4k < (k- 7),donde k EZ" yk = 6.
Para establecer el paso inductivo, necesitamos deducir de S(k) que S(k + 1) es verdadera.
Esto es, de 4k < (k*— 7) debemos concluir que 4(k + 1) < [(k + 1)*-7]. Estos son los pasos
necesarios:

sk <(KR-T)Dak+4<(K-N+4<E-T)+(2k+1)

(yaque parak = 6, tenemos que 2k + 1 = 13> 4),y

—

dk+4<(R-T+2k+ 1)Uk + D<@ +2%k+1)-T=(k+1)—

Por lo tanto, por el principio de la induccién matemética, S(n) es verdadera para todon = 6.




Entre las varias sucesiones interesantes de niimeros que aparecen en las matematicas dis-

creta y combinatoria, estén los miimeros armdnicos H, H,, H,, . . ., donde
Hy=1
Hy=1+1

Hy=1+3+,
Y. en gencxal H,=1+1+1+---+1paracualquiern € Z*.

Las si dos propiedades de los arménicos proporcionan dos oportuni-
dades para aplicar el principio de induccién matematica.

a) Paratodon € N, afirmamos que Hy» = 1+ 2
Demostracion: En este caso, la proposicién abierta S(n) es H» < 1+ n; para la base de
induccién, debemos ver qué ocurre paran = 0. Tenemos que H»=Hpo=H,=1<1+0=
1 + n, por lo que S(n) es verdadera para este primer caso (cuando r = 0).

Si suponemos que S(k) es verdadera para algiin ¥ € N (no sélo Z*), obtenemos la
hipétesis de induccién

S(k): Hp=<1+k

Para el paso inductivo, analizaremos ahora S(n) para n = k + 1. Encontramos que

P TRe PO i ot Tl P e

Hf*ﬁ—[l+2+3+ +2&]+|:(2i+1)+(2.+2)+ +(2k+2i)]
= 1o St~
_Hf+[(2ﬂ+1)+(2*+2)+ tErm)

1
<—r, paratodo 1 = j = 2% se sigue que

1
C s
omo @ T

Hyr< Hy+ (2")(%) =Hx+1.

Y ahora, de la hipétesis de induccién se sigue que
Hp<Hu+1=<(1+k)+1=1+(k+1),

por lo que el resultado S(n) es verdadero para todo n € N, en virtud del principio de
induccién matemdtica.

b) Sin € Z*, entonces ZH (mn+1)H,—n.

Demestracién: Como lo hemos hecho en los ejemplos anteriores (es decir, los ejemplos
4.1, 4.3 y 4.5), verificamos la base de induccién en n =1 para la proposicién abierta S'(n):

> H; =(n+ 1)H,~ n. Este resultado se sigue ficilmente de
=

1
_2’.1&:11'1=1=2-1-1=(1+1)H,7
=



Para verificar el paso inductivo, supondremos que S'(k) es verdadera; es decir,
k
SH=(k+1)H-k
=1

Esta hipétesis nos conduce a lo siguiente:

k+1 k
S Hi=2 H+He=[(k + DH, —k]+ Hint
= =t =(k+1)Hy—k+Hiy

= (k + D[Hxer — (UK + )]~k + Hewr
= (k+2) Hyer — (k + (U 1) —k
=(k+2)Hea—1-k

= (k+2) Ho— (k +1).

En consecuencia, sabemos, por el principio de induccién matemética, que la proposicién
Vn §'(n) es verdadera para todos los enteros positivos 7.

Paran = 0,sea 4, C R, donde IA.,I =27y los elementos de A_ se enumeran en orden
ascendente. Si r € R, demostraremos que para determinar si » € A, (por el procedimiento
que se desarrolla en seguida), debemos comparar r con no més de n + 1 elementos de A .

Cuando n =0, A,= {a} y s6lo se necesita una comparacién. Asf, el resultado es verda-
dero para n =0 (y tenemos la base para la induccién). Paran=1, A, = {a,8,},a, <a, Para
determinar si r € A,, debemos hacer dos comparaciones a lo més. Por lo tanto, obtenemos
el resultado para n = 1. Ahora, cuando n = 2, escribimos A,= {615,162} = B{UC,, donde
by<b,< ¢, <c;, donde By= {b,, b} y Ci= {¢y. ¢;}. Si comparamos r con by, puede ocurrir
alguna de las siguientes posibilidades: (i) r € B;; 0 (ii) r € C,. Como Bl=lcl=2
cualquiera de las dos posibilidades requiere 2 lo sumo dos comparaciones (del caso ante-
rior, en que r = 1). Por lo tanto, podemos determinar sir € A; haciendonomédsde2+1=
n + 1 comparaciones.

Ahora podemos dar un argumento general. Supongamos que ¢l resultado es cierto para
algin k = 0 y consideremos ¢l caso de Ay, donde 1A, | = 2+, Para establecer nuestro
paso inductivo, sea Az = B; U Gy, donde | B| = | G| =2y los elementos de B, Cyestén
en orden ascendente, con el méximo clemento x de B, menor que el minimo elemento de
C,. Sea r € R. Para determinar si r € A,.;, veamos sir EB,or € Cy.

a) Primero comparamos 7y x. (Una comparacién)

b) Sir<x como | B;| = 2% se sigue de la hipétesis de induccién que podemos deter-
minar si r € B, haciendo no mds de k + 1 comparaciones adicionales. Por lo tanto,
no se hacen m4s de (k + 1) + 1 comparaciones.

Si r > x, hacemos algo similar con los elementos de C,. Hacemos como méximo
k+ 1 comparaciones adicionales para versir € Gy

<

=

El resultado general se sigue entonces del principio de induccién finita.



Una preocupacién primordial en la evaluacién de la calidad de un programa consiste en
ver si el programa hace lo debido. Asf como no podemos demostrar un teorema verifican-
do casos particulares, tampoco podemos establecer si un programa es correcto o no pro-
bando con diferentes conjuntos de datos. (Ademds, esto serfa muy dificil si nuestro pro-
grama fuera a formar parte de un paquete de software m4s grande en el que, probablemen-
te, se generase el conjunto de datos en forma interna.) Puesto que el desarrollo de software
pone ahora un gran énfasis en la programacién estructurada, esto ha traido consigo la

idad de la verj ién de prog . En este caso, el programador o equipo de
programadores debe mostrar que el programa en desarrollo es correcto independiente-
mente del conjunto de datos proporcionados. El esfuerzo invertido en esta etapa reduce en
forma considerable el tiempo utilizado en depurar el programa (o paquete de software).
Uno de los métodos que pueden tener un papel fundamental en tal verificacién de progra-
mas es la induccién matemética. Veamos cémo.

El segmento de programa en Pascal que se muestra en la figura 4.4 supuestamente
produce como respuesta x(y") para las variables realesx, y y n es un entero no negativo. (El
usuario asigna los valores de estas tres variables en una etapa anterior.) Verificaremos si
este segmento de programa es correcto, aplicando la induccién matemdtica a la proposi-
cién abierta

S(n): Para cualquier x, y € R, si el programa llega 2 la parte superior del ciclo While con
n € N, después de evitar el ciclo (para n = 0) o ejecutar las dos instrucciones del ciclo
n(> 0) veces, entonces el valor de la variable real Answer es x(y*).

While n <> 0 do
Begin
X 1= x*y;
n:=n-1
End;
Answer := x; Figura 4.4

El diagrama de flujo para este segr o de programa ap en la figura 4.5. Mientras
desarrollamos nuestra demostraci6n seréd conveniente hacer referencia a dicho diagrama.

Primero id os 5(0), la proposicién para el casor = 0. En este caso, €l programa
llega a la parte superior del ciclo While, pero como 7 = 0, se sigue a la rama No en el
diagrama de flujo y se asigna el valor x = x(1) = x(3”) a la variable real Answer. Por lo
tanto, la proposicién S(0) es verdadera y se establece la base de induccién de nuestro
argumento.

Ahora supondremos que S(k) es verdadera, para algiin entero k no negativo. Esto nos
proporciona la hipétesis de induccién.

S(k): Para cualquierx, y € R, si el programa llega a la parte superior del ciclo While con
k € N, después de evitar el ciclo (parak = 0) o ejecutar las dos instrucciones del ciclo k(>0)
veces, entonces el valor de la variable real Answer es x()*).

Si seguimos con el paso inductivo de la demostracicn, al trabajar con la proposicién S(k + 1),
observamos que, comok + 1 = 1, el programa no seguir4 la rama No ni evitard las instruc-




Inicializa las
variables reales
x, yy la variable

entera no
negativa n

S S La parte superior

del ciclo While.

El programa continda con
la siguiente instruccién
ejecutable después de 12
Jinstruccién de asignacién
para la variable real Answer.

Figura 4.5

ciones del ciclo While. Las dos instrucciones (en ¢l ciclo While) se ejecutardn al menos
una vez. Cuando el programa Ilegue a la parte superior del ciclo While por primera vez,
n=k+ 1> 0, de modo gue las instrucciones del ciclo se ejecutan y el programa regresa a
la parte superior del ciclo While, donde ahora vemos que

e El valor de y no ha cambiado.
« El valor de xes x; =x(y') =xy.
 Elvalordenes(k+1)-1=k

Pero ahora, por nuestra hipétesis de induccién (aplicada a los nimeros reales x,, y), sabe-

mos que después de evitar el ciclo (para k = 0) para x,, y y n = k, o ejecutar las dos
instrucciones del ciclo k{>0) veces, entonces el valor de la variable real Answer es

x(y) =)y =x(¥*).

De la ecuaci6n 14 = 3 + 3 + § vemos que podemos expresar el nimero 14 usando solamente
treses y ochos como sumandos. Pero lo que parece sorprendente es que para cualquier z = 14,

S(n):  n se puede escribir como una suma de treses y ochos (sin importar el orden).

Como comenzaremos a verificar $(r) para todo n = 14, la frase introductoria anterior
muestra que la base de induccién S(14) es verdadera. Para el paso inductivo, suponemos
que S(k) es verdadera para algiin k € Z*, donde k = 14 y veremos 1o que ocurre con S(k +
1). Si existe al menos un ocho en la suma (de treses y ochos) que sea igual a k, entonces
podemos reemplazar este ocho por tres treses y obtener k + 1 como una suma de treses y



ochos. Pero supongamos que 8 no aparece como sumando de k. Entonces, el Gnico
mando utilizado es un 3 y, como k = 14, debemos tener al menos cinco treses
sumandos. Y ahora, si reemplazamos cinco de esos treses por dos ochos, obtenemos la
sumak + 1, donde los dnicos sumandos son treses y ochos. Por lo tanto, hemos mostr:
que S(k) => S(k + 1); el resultado se sigue para todo n =14 por el principio de induccién
matemdtica.

Ahora que hemos visto varias aplicaciones del principio de induccién matematica, ce-
rraremos esta seccién presentando otra forma de induccién matemética. Esta segunda for-
ma se conoce a veces como la forma alternativa de la induccidn, el método de induccién
completa o el principio de induccion matemdtica fuerte.

De nuevo, consideremos una proposicién de la forma Va = n, S(n), donde n, € Z7;
zahora estableceremos una base de induccién y un paso inductivo. Sin embargo, esta vez,la
base de induccién requiere la demostracién de algo més que el primer caso, cuandon=n,
En el paso inductivo, supondremos que todas las proposiciones S(ng), S(ng + 1), . . ., S(k-1)
y S(k) son verdaderas, para establecer la verdad de la proposicién S(k + 1). En el siguiente
teorema presentamos formalmente este segundo principio de induccién matemética.

EOREMA 4.2

Principio de induccidn finita, forma alternativa. Sea 5(n) una proposicién matematica
abierta (o un conjunto de tales proposiciones abiertas) donde Ia variable 7, que representa
un entero positivo, aparece una o més veces. Ademds, seann, n € Z*conm, < n_

a) SiS(m), S(ny + 1), S(ng + 2), . .., S(n,— 1) y S(n,) son verdaderas; y

b) Siempre que S(n,), S(np + 1), . .., S(k— 1) y S(k) sean verdaderas para algiin £ € Z*
(particular pero elegido al azar), donde k = n,, entonces la proposicién S(k + 1)
también es verdadera;

entonces S(r) es verdadera para todo n = n,.

Como en el teorema 4.1, 1a condicién (a) se denomina base de induccidny la condicién (b)
paso inductive.

La demostracién del teorema 4.2 es similar a la del teorema 4.1; pediremos al lector que
1a realice en los ejercicios de esta secci6n. También en estos gjercicios veremos que las dos
formas de induccién matem4tica (dadas en los teoremas 4.1 y 4.2) son equivalentes, ya
que cada una puede ser una técnica de demostracion vélida si suponemos la verdad de la
otra.

Antes de dar ejemplos de aplicacién del teorema 4.2, mencionaremos, como lo hicimos
para ¢l caso del teorema 4.1, que no es necesario que ng $¢a un éntero positivo; en realidad,
podria ser 0 o incluso un entero negativo. Ahora que hemos vuelto a sefialar este punto,
veamos c6mo aplicar esta nueva técnica de demostracién.

Nuestro primer ejemplo resultard conocido ya que simplemente aplicaremos el teorema
4.2 para obtener el resultado del gjemplo 4.10 en otra forma.




Los siguientes célculos indican que es posible escribir (sin importar ¢l orden) los enteros
14, 15, 16 usando como sumandos s6lo treses ¥ ochos.

14=3+3+8
15=3+3+3+3+3
16=8+8

Con base en estos tres resultados, hacemos la conjetura
Paratodon € Z*, donde n = 14,
S(n): n se puede escribir como una suma de treses y ochos.

Demostracién: Esté claro que las proposiciones S(14), 5(15) y 5(16) son verdaderas; esto
establece 1a base de induccién. (En este caso, mp =14y m = 16.)
Para el paso inductivo, suponemos que las proposiciones

5(14),5(15), .., S(k—2),8(k—1), ¥ S(k)

son verdaderas para algin k € Z*, donde k = 16. [La hipétesis de que estas (k-14)+1
proposiciones son verdaderas constituye nuestra hipdtesis de induccién.] Y ahora, sin=k
+1,entoncesn = 17yk+1=(k-2 )+3.Perocomo 14 k-2 =ky ya que S(k—2) es
verdadera, sabemos que (k — 2) puede escribirse como una suma de treses ¥ ochos; asi,
(k+1) = (k—2) + 3 también puede escribirse de esa forma. Por lo tanto, S(n) es verdadera
para todo n = 14 por la forma alternativa del principio de induccién matemdtica.

En el ejemplo 4.11 vimos que el hecho de que S(k + 1) sea verdadera se dedujo de la
verdad de un resultado anterior S(k — 2). Nuestros dos ejemplos siguientes muestran que
hay situaciones en las que s necesita que més de un resultado anterior sea verdadero.

Vamos a considerar la sucesion entera g, 4, 4. 4y, -+ - donde

a@=1,&=2,0=3, y
=8y F Gzt n3, paratodon EZ* el quen=3.

(Enmnues,porejemplo,nenemnsquca,:a,+a,+¢a,=3+2+ 1=6a=a:;+a:+a;=6+
3+2=11;ya5=a.+a!+a;=11+6+3=20.)

Afirmamos que las entradas de esta sucesién son tales que a, < 3" paratodo n € N es
decir, ¥n € N 5'(n), donde 5(n) es la proposicién abierta: @, < 3

Para la basc de induccién, observamos que

) a=1=3=3
i) a,=2=3=34y
fii) ;;=3=9=3.

Por lo tanto, sabemos que 5'(0), S'(1), 5(2) son proposiciones verdaderas.



Ahora analicemos el paso inductivo, en que suponemos que las proposiciones S%0),
S$1(1),512),...,5'(k-1), $'(k) son verdaderas, para algiink € Z* donde k = 2. Para el caso
enque n=k+ 1= 3 vemos que

sy = @+ By T Az
=343t 432
=34+ 3%+ 36=3(35 =3,

por lo que [$'(k —2)AS'(k—1)AS'(K)]=> §'(k +1).
Por lo tanto, de la forma alternativa del principio de induccién ica se sigue g
a, < 3" paratodon € N.

Antes de analizar el dltimo ejemplo de esta seccidn, revisaremos los dos resultados
anteriores. En los ejemplos 4.11 y 4.12 establecimos la base de induccién verificando la
verdad de tres proposiciones: 5(14), 5(15) y S(16), en el ejemplo 4.11; y §70), 5'(1) y S'(2) en
el ejemplo 4.12. Sin embargo, para deducir la verdad de S(k + 1} en el ejemplo 4.11, en
realidad utilizamos solamente una de las (k— 14) + | proposiciones de la hipétesis de induccion;
a saber, la proposicién S(k — 2). Para el ejemplo 4.12 usamos tres de las k + 1 proposiciones.
de 1a hipétesis de inducci6n; en este caso, las proposiciones S'(k— 2),5k— 1) y S'k).

Después de transcurrir n meses en un experimento de invernadero, el ndmero p, de plan-
tas (de un tipo particular) satisface las ecuaciones

po=3, 1=7, ¥ Pa=3Pa-1—2p,—2 paran€Z’ donden=2.

[Asi, por ejemplo, p.= 3p;— 2p,=3(7) - 2(3) = 15 y p; = 3p>—2p; = 3(15) - 2(7) = 31]
Usaremos la forma alternativa de la induccién matematica para mostrar que p,= 2"?- 1
paratodon € N.

Demostracién: Aqui tenemos la proposicién abierta

S(n): p.=22-1,
y para establecer la base de induccién, observamos que las proposiciones

S(0): pp=3=2"2-1, y
S(): p=T=2"2-1

son verdaderas.

Si suponemos que las proposiciones S(0), S(1), . . ., S(k— 1) y S(k) son verdaderas para
algiin k € Z* donde k = 1, consideremos a continuacién el casoenque n=k+1 = 2.
Tenemos que

Prs1=3px — 2pe
=3[28+2 — 1]— 2[206-D+2 _ 1]
=3(2%%) -3 2%-03 13
= s(zku) L (2&*1) k- 1
=2(2f) —1 =20+

[En este caso, la sustitucién dep; y p;_, se basa en las proposiciones S(k) y S(k— 1), las dos
tltimas de la lista de k + 1 proposiciones de la hipétesis de induccidn.]



Asi, por la forma alternativa del principio de induccién matematica, S(n) es verdadera

para todo n = 0. (En el capitulo 10 haremos una incursién en los métodos para obtener las
soluciones explicitas a dichas ecuaciones.)

EJERCICIOS 4.1

1.

= 5 i e
a) P+F+F+---+(2n—1P=(@)(2n - 1)(2n +1)/3
b) 1:3+2:4+3-5+---+nn+2)=(m(n+1)(2n+7)/6

s 1 _ A B
)‘--1i(j+1)7n+1 d)EZ‘ .—%2‘ il
2
o Ee "z("”) (2:) f) P+3+5+ - + Q-1 =n2n - 1)
o
3 Eslab[ezca]u 1gu mediante ind i

a) gi{f)=2+(n—l)2"” b %zw-‘):a-—'; ) g(f)(i!):(n+!)!—l

Considt el si en BASIC:

10 FORI = 1 TO 123

20 FORJ = 1 TOI
30 PRINT I*J
40 NEXT J

50 NEXT I

60 END

a) ¢Cudntas veces se ejecuta la proposicién PRINT en la Ifnea 30?
b) Reemplace [ en la linea 20 por [**2 y responda la pregunta de la parte (a).

4. Unaruleta tiene los enteros 1 a 25 colocados en forma aleatoria. Muestre que, independientemente de

20
. Determine el entero positivo » para el que 2

. Evalie lo siguiente: (a)z_“ |(b)2=n
. a) Demuestre que (cos 8+ 7 sen 8)*=cos 20 +isen 28, donde i€ Ce =~ 1.

1a posici6n de los nifmeros en la ruleta, existen tres de ellos adyacentes cuya suma es al menos 39.

. Los enteros del 1 al 100, inclusive, se han colocado al azar sobre una circunferencia. Demues-
tre que, sin importar su colocacién, deben existir cuatro de ellos que formen tres pares solapa-
dos en la circunferencia, cuya suma es mayor o igual que 202.

b) D por induccién que para quiern € Z*, (cos O + i sen 8)*= cos n@ + i sen nb.
(Este resultado se conoce como el teorema de DeMoivre.)
) Verifique que 1 +i=/2(cos 45° + i sen 45°) y calcule (1 +§)'™.

. Paran € Z°, sin > 10, demuestre que

2_
n—2<”l 5
12

10. Demuestre que para cualquier n€Z°, n >3 2"<n!l.
11. Demuestre que para cualquier n €Z*, n >4 n* <2"
12. Demuestre que para cualquier r EZ", n > 9> n* < 2"



14.
15.

19.

20.

Paran EZ*, sea H,= 1+++5+---+1, el n-ésimo nimero arménico (definido en el ejem-

plo 4.7).
a) Paratodo n € N, demuestre que 1 + (/2) <Hp.

b) Demuestre que para todon € Z7, ijﬁ“ =[(n+ 1)(@)2] H,,, — [(n + 1)(n)/4].
=1

Paran € Z*, demuestre que 357 = B — (3) H..
=
Para n € Z°, sea S(n) la proposicién abierta
L +(1/2)y
3. (2 )
Pt

Demuestre que la verdad de S(k) implica la verdad de S(k + 1) para cualquier k € Z*. ;Es
verdadera S(r) para todo n € Z*?

. Consideremos las cuatro ecuaciones siguientes:

1) 1=1

@ 2+3+4=1+8
3) 5+6+7+8+9=8+27
(C)] 10+11+12+13+14+15+16=27+64

Conjeture la férmula general sugerida por estas cuatro ecuaciones y demuéstrela.

. Consideremos las seis ecuaciones siguientes:

1) ?+0*=12 3) #+122=1% (5) 9#+40°=417
@ F+#=5 @) 7+24 =25 (6) 11°+60°=61*
Conjeture la férmula general sugerida por estas seis ecuaciones y demuésirela.
Sean$; y S; tales que |5, ‘ =m, | 8. I =r,param, r € Z' y los elementos de 5, 5 estin en orden
ascendente. Se puede demostrar que los elementos de S, y §; se pueden agrupar en orden
ascendente sin hacer més dem + r— 1 comparaciones. (Véase el lema 12.1) Use este resultado
para establecer lo siguiente:

Para n = 0, sea S un conjunto con |SI =2". Demuestre que el mimero de comparaciones
necesarias para colocar los elementos de S en orden ascendente est4 acotado por n - 2*
Sin € Z*, demuestre que si sen 8 # 0, entonces

2) (cos8)(cos 28) (cos 48)(cos 88)- - Jeos(z 8] =% :)
m
b) 088+ o838 +cos 58+ + - - + cos(Zn — 1)9_“"2"9
2senf

En el segmento de programa en Pascal que se muestra en la figura 4.6, x y y Answer son
variables reales y » es una variable entera. Antes de la ejecucion de este ciclo While, el usuario
pmporczona los valores reales dexyy, asi como un valor entero no negativo paran. Demuestre
por 1 que para x. ¥ € R, si el programa llega a la parte
superior del ciclo While conz € N después de evitar el ciclo (paran =0) o ejecutando las dos
instrucciones del ciclo n(>0) veces, entonces el valor asignado a Answer es x + ny.

While n <> 0 do
Begin
s ot G 2
n:=n-1
End;
Answer := X; Figura 4.6




21. Durante la gjecucién de un programa en | Pascal, el usuario asigna a las variables enteras x y n
ciertos enteros positivos (posibl ). El en Pascal que se muestraenla
figura 4.7 va inmediatamente después de estas asignaciones. Si el programa llega a la pane
superior del ciclo While, enuncie y demuestre (por induccién matematica) cudl seré el valor
asignado a Answer después de ejecutarse las dos instrucciones del ciclo n(>0) veces.

While n <> 0 do
Begin
x x*n:
n:=n -1
End;
Answes = % Figura 4.7

22. a) Sean € Z*,con n # 1, 3. Demuestre que » puede expresarse como una suma de doses,
cincos 0 ambos.
b) Para cualquier» € Z*, muestre que sin = 24, entonces n puede eXpresarse COmo una suma
de cincos y/o sietes.
23. Paran € Z7, sea p, el nimero (aproximado) de bacterias que hay en un cultivo, al final de n
horas (después de iniciado un experimento). Sip, = 1000, p,= 2000y p,=p._ + P, 3 paratodo

7> 2, muestre que
5]

24. Defini una ién de ay, a, @, . . . COmo

a=1
@m=2
Gy + 8y, RE3.
a) Determine los valores de as, a;, @s, a5 ¥ 6;-
b) Demuestre que paratodon = 1, a, < (7/4)".
25. Verifique el teorema 4.2.

42
Definiciones recursivas

Comenzaremos esta secci6n analizando la sucesién de enteros by, by, by, by, . . ., donde b, =
27 para tedon € N. Tenemos que by=2-0=0,6,=2 - 1=2,b,=2-2=4yb:=2-3=6.
Si, por ejemplo, necesitamos determinar b, simplemente calculamos b= 2 - 6 = 12, sin
necesidad de calcular el valor de b, para cualquier otro n € N. Podemos realizar estos
célculos ya que tenemos una férmula explicita, b,= 2n, que nos dice c6mo determinar b,
conociendo n (solamente). s

Sin embargo, en el ejemplo 4.12 de la seccién anterior, examinamos la sucesién de
enteros ay, 4y, @y, @s, . - . , donde

a=lm=2,4,=3, ¥y
@, =8, 1+d,-,+a,s paratodon EZ talque n=3.

. Aquf no tenemos una férmula explicita que defina cada a, en términos de n, paratodon €
N. Si queremos conocer el valor de ag, por ¢jemplo, necesitamos los valores de as, a; ¥ @s.



Y estos valores (los de as, 4, y a;) Tequieren que conozcamos también los valores de a;, 4;
¥ ap. A diferencia de la situacién mds ficil en que determinamos by= 2 - 6 = 12, para
calcular g, tendrfamos que escribir

Gs=astast+a;
=(ast+a+a)+ (@ +a+a)+(@etata)
=[(as+a,+a) + (@t ai+ a)) + @] +H[(@+ ay +ag) + @y + @] + (a2 + @y + ag)
=[[(a:+a+ @) + @ + ] + (@ + a1 +ag) + 6]
+[(a+ @ +ao) + @+ @]+ (@ + 4y + ag)
=[G+2+1)+3+2]+ (3 +2+ 1) +3]+[(3+2+1)+3+2]+(3+2+1)

o bien, de una manera més sencilla, podriamos haber ido en la direccién opuesta, con estas
consideraciones:

G=a,+a+a=3+2+1=6
a=a;+a;+a;=6+3+2=11
as=a,+a;+a;=11+6+3=20
ag=as+a,+a;=20+11+6=37.

Sin importar cémo lleguemos a as, vemos que las dos sucesiones de enteros (b, by, bs, bs,

.. ¥ dg, @1, a3, Gs, . . ) N0 s6lo son numéricamente diferentes. Los enteros by, by, b, bs,
.. ., se pueden enumerar fécilmente como 0, 2, 4, 6, . . . y para cualquier n € N tenemos
la férmula explicita b,= 2n. Por otro lado, tal vez sea dificil (si no es que imposible)
determinar tal férmula explicita para los enteros ay, a1, @2, @3, . . .

Lo que ocurre aqui para esta sucesién de enteros puede ocurrir también para otros
concepios mateméticos: conjuntos y operaciones binarias, asf como funciones (en el capi-
tulo 5), lenguajes (en el capitulo 6) y relaciones (en el capitulo 7). A veces es dificil definir
un concepto matematico de manera explicita. Pero, como en el caso de la sucesi6n aq, ai,
@z, @, . .. , podriamos definir lo que necesitamos en términos de otros resultados anteriores
similares. (Examinaremos lo que esto significa en los distintos ejemplos de esta secci6n.)
Cuando hacemos esto, decimos que el concepto estd definido en forma recursiva, usando
el método o proceso de recursidn. De esta manera obtenemos el concepto que nos intere-
saba estudiar, por medio de una definicidn recursiva. Por lo tanto, aunque no tengamos
una férmula explicita en el caso de la sucesion ay, ay, g, @5, . . . , si tenemos una forma de
definir los enteros a, para n € N, por recursién. Las asignaciones

@=1, a=2, &=3

proporcionan una base para Ia recursi6n.
La ecuacién

™) G, =G 1+ py+ 8, paanEZ talquenz=3,
proporciona el proceso recursivo; indica la forma de obtener nuevos elementos de 1a suce-
sién a partir de los resultados anteriores ya conocidos (o que se pueden calcular). [Nota:

los enteros calculados a partir de la ecuacién (*) también pueden calcularse a partir de la
CCUACION Upa3 = Gpaz + Gpay + Gy, paran € N.]

Ahora utilizaremos el concepto de definicidn recursiva para establecer un aspecto men-
cionado en tres pies de pagina de las secciones 2.1 y 2.3. Después de estudiar la seccién




2.2 del texto, sabfamos (a partir de las leyes de la 16gica) que para cualesquiera proposicio-
nes p; p. p; lenemos

PN (p2/A\ps) & (p: \p2) A\ps,

y, por lo tanto, podemos escribir p; A p» A p; sin ambigiiedad. Esto se debe a que el valor
de verdad de la conjuncién de las tres proposiciones no depende de los paréntesis introdu-
cidos para indicar el orden de formaci6n de la conjuncién de los pares de proposiciones
(dadas o 1 ). Pero nos i ba el significado que podriamos atribuir a una ex-
presién como p; A p, A ps A p.. El siguiente ejemplo aclara ahora esta cuestin.

La conectiva 16gica A se defini6 (en la secci6n 2.1) solamente para dos proposiciones 2 la
vez. ;Cémo trabaja uno entonces con una proposicién comop, A p, A p; A p,,dondep,
Py P; ¥ P, son proposiciones? Para responder esta pregunta, introducimos la siguiente
definicién recursiva, en la que el concepto de cierta etapa [la (n + 1)-€sima] se desarrolla
a partir del concepto comparable de una etapa anterior [la n-ésima].

Dadas cualesquiera proposiciones py, pa . - - » Pas Pas, definimos

1) la conjunci6n de p,, p, como p; A p, (como lo hicimos en la seccién 2.1) y

2) laconjuncién de py, pa. - - . s Pas Pres PRTA 22 2 2, COMO

AP s AP APraa S (P AP -+ - Apa) NP

[El resultado de (1) establece la base de la recursién, mientras que la equivalencia logica
de (2) se usa para proporcionar el proceso recursivo, Observe que la proposicion que
aparece en el lado derecho de la equivalencia I6gica en (2) es la conjuncidn de dos propo-
siciones: p,.; y la proposicién (p; A p; A--- A p,) determinada con anterioridad. ]

Por lo tanto, definimos la conjuncién de py, pa, ps, ps como

PAPAP AP (pi/\p2\P3) N ps.
Entonces, por la propiedad asociativa de A, tenemos que

(P A2 AP3) Aps> [(p1 AP APs1 APy
S Ap) N (ps/\ps)
SpALpN(psApd)]
SpAl(pAps) Api]
SpA(p2\psAps).

Estas equivalencias I6gicas que el valor de verdad de la conjuncién de cuatro
proposiciones también es independiente de la forma en que se introducen los paréntesis
para indicar la forma de asociar las proposiciones dadas.

Con la definicién anterior, extenderemos ahora nuestros resultados a la siguiente “pro-
piedad asociativa genera]izaﬂe para A”.

Sean€Z ,n=3yr€Z conl = r<n. Entonces,

S(n): para cualesquicra proposiciones i, p2, - - - » PrsPre1s - - +Pms
(PIAPZA"'APrJA(PrelA“'Apn)QPlAPZA'"APrAPr‘vl"\"'Apn-

Demostracién: La verdad de la proposicién S(3) se sigue de 1a propiedad asociativa para
Ajesto blece la base de la inducci6n de nuestra demostracién. Para el paso inductivo,




suponemos que S(k) es verdadera para algiink = 3 y cualquier 1 = r<k. Es decir, supone-
mos la verdad de

S(k): (pi AP\ Ap) AN (pra N Apy @p Apa N\ - AP AP\ Ape.

Entonces, mostramos que S(k) =» S(k + 1). Cuando consideramos k + 1 proposiciones,
entonces debemos tenerencuentaque 1 < r<k+ 1.
1) Sir=k, entonces

(i AP - AP AP pr AP - Ap\pras,

de nuestra definici6n recursiva.
2) Para l <r<k, tenemos
(6 AV -YAXSEVAY A VAN SSVACELVAY /74 S0
S (AR ApYA(Pra N Np) NPl
(P AP APIN(Pra N - AP I AP
S (pARN AR APra/N- AP Npra
Lo 2YAY “YASEEVAY WAV SRVACELVAY. WAV oS

Asf, del principio de induccién matemdtica (Teorema 4.1), se sigue que la proposicién
abierta S(n) es verdadera para todon € Z* tal que n = 3.

Nuestro siguiente ejemplo ofrece una segunda oportunidad para generalizar una pro-
piedad asociativa, pero esta vez con conjuntos en vez de proposiciones.

En la definicién 3.10 extendimos las operaciones binarias U e N a un niimero arbitrario
(finito o infinito) de subconjuntos de un universo dado A Sin embargo, estas definiciones
no se basan en la naturaleza binaria de las operaciones implicadas y no proporci una
forma sistemdtica para determinar la unién ¢ interseccién de cualquier mimero finito de
conjuntos.

Para evitar esta dificultad, consideramos los conjuntos A;, Ay, . . . , Ay, Ay, donde 4, €
Sy para todo 1 < i < n+l y definimos su unién en forma recursiva como sigue:

1) LauniéndeA;, Azes A; U A;. (Esta es la base de nuestra definici6n recursiva.)
2) LauniéndeA,, A, . .., Ay As, paran = 2, estd dada por

AjUA U UAUA=(AUAU---UA)UA,,

donde el conjunto del lado derecho de esta igualdad entre conjuntos es la unién de dos
conjuntos, A, U A; U -+ - U A, ¥ A, (Aqui tenemos el proceso recursivo necesario para
terminar nuestra definicién recursiva.)

De esta definicién obtenemos la siguiente “propiedad asociativa generalizada de U”.
Sin,rEZ,conn=3yl = r<n, entonces

S(n): (A1UA;U---UAYU (A U---UAL)
=AUAU -UAUA LU - -UA,,
donde A; C Aparatode I =i =n.



Demostracién: La verdad de S(n) paran =3 se sigue de la propiedad asociativa de U, con
1o que obtenemos la base necesaria para esta demostracién inductiva. Si suponemos la
verdad de S(k) para algiin k € Z*, tal que k = 3 y 1 < r <k, establecemos ahora nuestro
paso inductivo, mostrando que S(k) = S(k + 1). Al trabajar con k + 1(=4) conjuntos,
necesitamos considerar que 1 < r< k+ 1. Tenemos que

1) Para r=ktenemos
(A UA U - UAYUAL g =A UA U UAU Agar

Esto se sigue de la definici6n recursiva dada.
2) Sil = r<k, entonces

(AJUA U -UA)U (AU - UALUAL)
=(A;UAU---UAJU[(AU---UA)U ALl
=[A1UAU---UA)U (A U- - UA)IU Ay
=(A;UAU---UAUA U UAJU A,
=A;UAU---UAUA L U---UA, UAp,.

Asi, se sigue del principio de induccién matemética que S(n) es verdadera para todos los
enteros 2 = 3.

En forma an4loga al resultado del ejemplo 4.15,la i i6n de los 7 + 1 conjuntos A;,
As, .. ., Ay Apay. (cada uno tomado del mismo universo?U) se define de manera recursiva como:

1) Laintersecciénde A;, A;es A; N A,
2) Paran = 2, la interseccién de Ay, A, . . ., Ap, A, ostd dada por

ANAN---NANA=(ANAN---NA)NA,
lair i6n de los dos conj ANAN---NA YA

‘Vemos que las definiciones recursivas para la unién e interseccién de cualquier nimero
finito de conjuntos proporcionan el medio por el cual podemos extender las leyes de De
Morgan de la teoria de conjuntos. Mediante la induccién matemdtica, estableceremos una
de estas extensiones en el siguiente ejemplo y solicitaremos una demostracién de la otra
extensién en los ejercicios de la seccién.

Se,aﬂEZ*,n22yA1,A2,...,Aanpmcadal =< i = n. Entonces
ANAN--—-NA, =AUALU - UA,

Demostracién: La base de la induccién de esta demostracién estd dada para n = 2. Se
sigue del hecho de que A, N A, =A; U'A;, por la segunda ley de De Morgan (que aparece
en las leyes de la teorfa de conjuntos de la seccién 3.2).

Si suponemos gue el resultado es verdadero para algiin &, donde k = 2, tenemos

ANAN-NA =4 UALU--- UA,.



Y cuando consideramos k + 1(=3), usamos la hipétesis de induccién para obtener la
ra igualdad entre conjuntos en lo siguiente:

ANAN---NANAu =(ANAN-- - NA) N Ay
=@ NA4N NAY U = (@ UL - UL)U A,
=4 UALU - UA U4
Esto establece entonces el paso inductivo en nuestra demostracién, con lo que

esta ley generalizada de De Morgan para todon = 2 por el principio de induccién
tica.

Ahora que hemos visto las dos definiciones recursivas (en los ejemplos 4.14 y 4.15),d
continuar estudiando situaciones en las que aparezca este tipo de definicién, generalmente
nos abstendremos de nombrar las partes de la base y la recursién. De la misma forma, no
siempre designaremos la base y los pasos inductivos en una demostracién por induccién
matemética.

S$i analizamos los ejemplos 4.14 y 4.13, las definiciones recursivas de ambos ejemplos
parecen similares, ya que si intercambiamos la proposici6a p; con ¢l conjunto A, para todo
1 =i = n+1ysiintercambiamos cada ocurrencia de A con U y reemplazamos <> con=,
entonces podemos obtener la definicién recursiva en el ejemplo 4.15 mediante la defini-
cién dada en el ejemplo 4.14.

De manera similar, podemos definir de manera recursiva la suma y producto de n nii-
meros reales, donde n € Z*'y n = 2. Entonces, podemos obtener (por el principio de
induccién matemdtica) propiedades asociativas generalizadas para la suma y multiplica-
cién de nimeros reales. (En los gjercicios de la seccién, pediremos al lector que lo haga.)
Queremos estar al tanto de dichas propiedades asociativas generalizadas ya que las hemos
estado utilizando y seguiremos utilizdndolas. El lector podrifa sorprenderse de ver que ya
hemos utilizado la propiedad asociativa generalizada de 1a suma. Por ejemplo, en cada uno
de los ejemplos 4.1 y 4.3 se utilizé la propiedad asociativa generalizada para establecer el
paso inductivo (en la demostracién por induccién matemdtica). Ademds, ahora que nos
hemos percatado de ella de manera més cabal, podemos utilizar la propiedad asociativa
generalizada de la suma (por lo general, de manera implicita) en las definiciones recursivas;
ya que ahora no habré ambigiiedad si deseamos sumar cuatro o més sumandos. Por ejem-
plo, podriamos definir la sucesién de nimeros arménicos H,, H», Hs, . . ., como

1) Hi=1Ly
1
2) Para nzl,H,,q:H,,-v—Lm).

Si pasamos de la suma a la multiplicaci6n, podemos utilizar la propiedad asociativa genera-
lizada de la multiplicaci6n para dar una definicién recursiva de n!. En este caso, escribimos

1) 0'=1;y,
2) Paran =0, (n+ 1)!=(n+ I)n!).

(Esto fue sugerido en el parrafo que sigue a la definicién 1.1 en la'seccién 1.2.)




Asi mismo, la sucesi6n de enteros by, by, by, b, . . ., dada explicitamente (al comienzo deesta
seccién) por la férmula b,= 2n, n € N, puede ser definida ahora en forma recursiva como

1) b=0;y,
2) Paran = 0, bpy=b, + 2.

Cuando analicemos las i de dos sigui ejemplos, encontraremos
otra vez definiciones recursivas. Adem4s. bl os resultados en que se utilizard la
ley asociativa generalizada de la suma, aunque de manera implicita.

En la seccién 4.1 presentamos la sucesién de niimeros racionales llamados nimeros armé-
nicos. Ahora presentamos una sucesién entera que es importante en combinatoria y teorfa
de grafos (temas que estudiaremos més adelante en los capitulos 5, 10, 11 y 12). Los
nimeros de Fibonacci se definen en forma recursiva como

1) {F=0,FE=1;y
2) F,=F +F,paanc€Z connz=2.

Por lo tanto, de la parte recursiva de esta definici6n, se sigue que

E=F+FK=1+0=1
E=E+F=1+1=2
E=FE+E=2+1=3
FE=F+F=3+2=5.

También vemos que Fe= 8, Fr=13, Fy=21, Fy;=34, F;y= 55, F;=89 y Fp=144.

La definicién recursiva de los néimeros de Fibonacci se puede utilizar (junto con ¢l
principio de induccién matemética) para establecer has de las propiedades i
tes que exhiben estos niimeros. Analizaremos ahora dos de estas propiedades.

a) Consideremos los siguientes seis resultados que tratan de la suma de cuadrados de
los nidmeros de Fibonacci.
1) Fi+F=F+1’=1=1x1
2) F3+Fi+Fj=0F+1?+1*=2=1x2
3) BB+ F+F+F=0F+P+1?+2=6=2x3
4) Fo+F+F+ P+ Fi=0F+ I+ 1+ 2+3=15=3x%5
5) i+ Fi+ B+ F+F+F=0+1+1+2+3¥+5=40=5x8
6) Fi+Fi+F;+Fi+Fi+Fi+F}
=P+ P+ 1P+2°+F+57+§=104=8x13.

Segtn estos cdlculos, conjeturamos que
VYn€Z* 2 F=E X Fpuy.
=0

Demostracién: Paran=1, ¢l ltado de la i6n (1) nos de que la conjetura
es verdadera en este primer caso.

Si suponemos que la conjetura es verdadera para alglink = 1, se obtiene por la hip6te-
sis de induccién:

%
Y F=F%F.
=1



Si pasamos ahora al caso en que n =k + 1(=2), tenemos que

k+1 k

S =3 P+ Fhu= (B X Fet) + F = B X (B + ) = By X Bz,
=0 =0

Por lo tanto, la verdad del caso n = k + 1 se sigue del caso n = k. Asf, la conjetura dadaes
verdadera para todo n € Z*, por el principio de induccién matemdtica. (Tal vez el lector
observe que el célculo anterior utiliza la ley asociativa generalizada para la suma. Ademds,

empleamos la definicidn recursiva de los nimeros de Fibonacci, que nos permite reempla-

zar Fy+ Fi, por Fiz))

b) Una segunda propiedad de los niimeros de Fibonacci establece que F, < (5/3) para
todo n € N. Para establecer esta desigualdad, utilizamos la forma alternativa del
principio de induccién matemdrica.

Demostracién: Para n = 0 tenemos que F;=0 < 1=(5/3)", y paran=1tenemos F,=1 <
(5/3) = (5/3)'. En consecuencia, la propiedad dada ¢s verdadera en estos dos primeros
casos (y esto proporciona la base de inducci6n para la demostraci6n).

Si suponemos que esta propiedad es verdaderaparan=10,1,2,...,k— 1,k dondek = 1,
examinamos ahora lo que sucede en 2 = k + 1. Tenemos que-

Fiy=F + By (S + (S3) = (S ~(S03) + 1] = (53 ~'(85)
= (53)249) = (553)"(259) = (53 (53 = (531

Se sigue entonces de la forma alternativa del principioc de induccién matemdtica, que F, <
(5/3)* paratodo n € N.

La sucesi6n de los nidmeros de Lucas est4 estrechamente relacionada con los nimeros de
Fibonacci. Esta sucesi6a se define en forma recursiva como

1) Li=2, Li=1;y,
2) L,=L,y+ L, paratodor €Z* con n=2.

Los primeros 12 nimeros de Lucas aparecen en la tabla 4.2,

Tabla 4.2
n L, n L. n L. ” L,
0 2 3 4 6 18 91 7
1 1 4 T 7 |29 | 10 |123
2 3 5 1 8 | 47 | 11 [199

Aungue no son tan famosos como los de Fibonacci, los mimeros de Lucas también
poseen muchas propiedades interesantes, de las que ahora presentaremos dos.

8) Paran€N, Lo+ Li+ L+ - +Ly=% Li=Lyy—1.

i=0




Demostracién: Si n = 0 tenemos que
o
Li=XLi=2=3-1=L—1=Lox-1,
=0
por lo que la afirmaci6n es verdadera en este primer caso.
Para algin k € N, donde k = 0, suponemos que
k
Lo+ Lit L+ o +L=2 Li=Lis—1.
=0

es verdadera. Entonces, para n = k + 1(=1) tenemos

k51 i
™) 2 Li=2L+Li=(Liea— 1)+ Lt =(Liz+ Lest) - 1
=0 =

=Liss—1=Lgepa—1,

por lo que el hecho de que la proposicién sea verdadera para n = k implica lo mismo para
k+ 1. Por lo tanto, la férmula para la suma es vélida para todo n € N por €l principio de
induccién matemitica. [Observe que para las ecuaciones (*), la primera igualdad se sigue
de la propiedad asociativa generalizada de la suma, y la-cuarta igualdad se basa en la
definicién recursiva dada de los niimeros de Lucas puesto que k+3 = 3(=2).]

b) Una de las relaciones entre los nimeros de Fibonacci y los nimeros de Lucas es
VnEZ L,=F+ F.
Demostracién: Aquif necesitamos considerar lo que ocurre cuandon = 1 y n.=2. Tenemos
que

Li=1=0+1=K+E=F +F,, y
L,;=3=1+2=F+E=F +E4.,

por lo que el resultado es verdadero en estos dos primeros casos.
A continuacién, suponemos que L, = F,_, + F.., paralos enterosn=1,2,3, ..., k-1,
k, donde k = 2 y después consideramos el mimero de Lucas L,,,. Tenemos entonces que

¢y Lin=Li+ Ly 1= (B + Bu) + (B + F)
=(F+ B) + (B + B)= F + R = Frany + Fapa.

Por lo tanto, se sigue de la forma altemnativa del principio de induccién matematica que L,=
Fn_1+ F,.; para todo n € Z. [El lector debe observar cémo utilizamos las definiciones
recursivas de los nimeros de Lucas y de Fibonacci en los célculos de la parte (*)"]

Para cerrar esta secci6n, presentaremos la idea de un conjunto X definido en forma
recursiva. Aqui parti de una coleccién inicial de el s que estdn en X, lo que
proporciona la base para la recursién. Después proporcionamos una regla o lista de reglas
que nos indican c6mo encontrar nuevos elementos de X a partir de otros elementos que ya
sabemos estdn en X. Esta regla (o lista de reglas) constituye ¢l proceso recursivo. Pero
ahora (y esta parte es nueva) tenemos también una restriccién implicita; es decir, una
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proposicion en el sentido de que ningiin elemento puede estar en X, excepto los dadus .
1a colecci6n inicial o los que se formaron mediante las reglas dadas en el proceso
Demostraremos estas ideas en el siguiente ejemplo.

Definimos el conjunto X en forma recursiva como

1) 1EXy
2) Paracualquicra € X, a+2€ X

Entonces afirmamos que X consta (precisamente) de todos los enteros impares positivos.
Demostracién: Si Y denota el conjunto de todos los enteros impares positivos (es decir, ¥=
{2n+1 | n € N}, entonces queremos demostrar que ¥ = X. Esto significa, como ya
dimos en la seccién 3.1, que debemos verificar Y C Xy X C ¥,

Para establecer que Y C X, debemos demostrar que todo entero impar positivo estd
X. Realizaremos esto mediante ¢l principio de induccién r ica. C S pOr
considerar la proposicién abierta

S(n): 2n+1€X,

que estd definida para el universo N. La base de la induccién [es decir, S(0)] es verdadera,
yaque 1=2(0) + 1 € X por la parte (1) de la definicidn recursiva de X. Para el paso
inductivo, suponemos la verdad de S(k) para algin k = 0; esto indica que 2k + 1 esun
elemento de X. 8i 2k + 1 € X, se sigue de la parte (2) de la definicion recursiva de X que
(2k+1)+2=(2k+2)+ 1=2(k+ 1) + 1 E X, por lo que S(k + 1) también es verdadera. Por
lo tanto, S(n) es verdadera para todo n € N (por ¢l principio d¢ induccién matematica) y
tenemos ¥ C X.

Para la demostracién de la inclusién opuesta (a saber, X € ¥),-usamos la definicién
recursiva de X. Primero consideramos la parte (1) de la definicién. Como 1(=2 -0+ 1)es
un entero impar positivo, tenemos que 1 € ¥, Para terminar la demostracién, debemos
verificar que cualquier entero que esté en X y que resulte de la parte (2) de la definicién
recursiva también esté en ¥. Esto se hace mostrando quea + 2 € Y sicmpre que el elemento
a de X sea también un elemento de ¥. Ya que sig € ¥, entoncesa=2r+ 1, donde r € N (per
la definicién de un entero impar positivo). Asi, a +2=(2r+ 1) +2=(2r+2)+ 1=
2(r + 1) + 1, donde r + 1 € N (en realidad, Z*) y por lo tanto a + 2 es un entero impar
positivo. Esto colocaaa +2en Yy muestraque X C ¥,

De las dos inclusiones anteriores (es decir, YC Xy X C ¥), se sigue que X =Y.

JERCICIOS 4.2

1. La sucesi6n de enteros a,, a,, as, . . . , definida explicitamente por la férmula a, = 5n paran €
Z* también puede definirse en forma recursiva como

1) a=5¥
2) @ue1=@,+5, paran=1.

Para la sucesién de enteros by, by, bs, . . . , donde b,= n(n + 2) para todo n € Z*, también
p dar la sigui definicién recursiva:
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1)" by=3; and,
2) baei=b.+2n+3,fornz=1

Dé una definici6n recursiva para cada una de las siguientes sucesiones de enteros ¢, €2, Cs, - - - »
donde para cada n € Z° tenemos

a) ¢,=Tn b) =T
€ c=3n+7 d) c.=11n—-8
e =7 f) c.=n®
® G=(+1)(r+2) B e =2-(-1F

2. a) Déuna definicién recursiva para la disyunci6n de proposiciones py, pa, . - . . Pre Pt 2 = L.
b) Muestre que sin, r € Z', 7 = 3y 1 <r<n, entonces

(P P2V - NPV (PraaV - VPSPV PN - VPN PreaV ==\ P

3. a) Useel resultado del ejemplo 4.14 para demostrar que sip, gy, §1. - - - - §» SON proposiciones
yn = 2, entonces

PV @GN Ag) e (pVa)ANp V)N NMpV ga)-
b) Paran € Z7, n = 2, y las proposiciones p, g, g, . - . . g demuestre que

PA@VEV VS (A V(P NGV -V (PAG).

4. Paan€Z'nz=2, que para cualesquiera proposiciones p, pa, . . -
8) (VP V) SFNREN AP
b) (72l Ap)SFNVE -V

5. a) Dé una definicién recursiva para la interseccion de los conjuntos Ay, Az, . . . . Ar, Aw & U,

=
b) Gs;ell}esulwdodclapxle(a)pmmm@npammalesqnimm rEZn23yl=r<n,
(A1 NAz N oo NAIN (A N - NA) = A A N - NAN AN NA,

6. Paran = 2y cualesquiera conjuntos Ay, Az, . . . » A. & ™, demuestre que

A UA U UA=ANAN---NA.
7. a) Useel resultado del ejemplo 4.15 para mostrar que si los conjuntos By, Bs, . . . LB, CUyn
= 2, entonces
AN(BUBU---UB)=(ANB)UANBIU---U(ANB,).
b) Paran € Z*, n 2 2y los conjuntos A, By, By, . . . , B, € A, demuestre que
AU(B:NB:N---NB)=(AUB)N(AUB)N:--N(AUB.).

8. a) Desarrolle una definicién recursiva para la suma de n niimeros reales x;, %, - . . + Xn donde
nxz2

b) Para cualesquiera mimeros reales x;, X; ¥ X;, la propiedad asociativa de la suma establece

que x;+ (x:+ x3) = (x;+ x;) + x;. Demuestre que siz, r EZ*, n 2 3y 1 = r <n. entonces

(C+x+-tx)tEatotr)Sntnt ot tratotx,

9. a) Desarrolle una definicién recursiva para la multiplicacién de n nimeros reales x;, x, - - -

! X.donde n = 2.
b) Para cualesquiera nimeros reales x,. x; ¥ %, la propiedad asociativa de la multiplicacién
establece que x,(x,xs) = (x; X;)x;. Demuestre que sim, rEZ",n 2 3y 1 = r<n, entonces

(£ NPRS A CATRES A Eo5 7 SEELS 5 SULEES
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proposicién compuesta ((p A (—g)) = (r V To)) es una férmula bien formada. Podemos
obtener esta férmula bien formada como sigue:

Pasos Razones

1) p.gnh Parte (1) de la definicién

2 (g Paso (1) y parte (2i) de la definici6n

3) (pN(q)) Pasos (1), (2) y parte (2iii) de la definicién
4 (rvh) Paso (1) y parte (2ii) de la definicién

5 (pAC@)—(rvT)) Pasos(3), (4)y parte (2iv) de la definicién

Para las proposiciones primitivas p, g, ry 5, desarrolle las derivaciones que muestran que
cada una es una férmula bien formada.

a) (pva)—(BACN)

B) (Cp)=g)— rAGVED)

o {(p=nA(pVe)—s)

22. a) Paran = 2, i Py, Pa P - - - » Prs Past SON Proposiciones, demuestre que [(pr—= 1) A (2= p3)
Ao A @ P ] S M@ AP AP A -+ A p) = Pral-
b) Demuestre que el teorema 4.2 implica el teorema 4.1.
¢) Use el teorema 4.1 para establecer lo siguiente: si §#5 CZ'yn€S, paraalginn €Z°,
entonces S contiene un elemento minimo. ¢
d) Muestre que el teorema 4.1 implica el teorema 4.2.

4.3

El algoritmo de la division:
Numeros primos

Aungue ¢l conjunto Z no es cerrado en la divisi6n entre ntimeros distintos de cero, existen
muchos casos en 10s que un entero divide (exactamente) a otro. Por ejemplo, 2 divide 2 6,
y 7 divide a 21. En este caso, la division es exacta y no hay resto. Asf, el hecho de que 2
divida a 6 implica la existencia de un cociente (3) tal que 6 =2 - 3. Formalizaremos esta
idea como sigue.

Sia b€ Zy b#0, decimos que b divide aa, y lo denotamos b | a, si existe un entero n tal
que a = bn. Cuando esto ocurre, decimos que b es un divisor de a, o que a es un mifltiplo
de b.

Con esta definici6n, podemos hablar de la divisién dentro de Z sin pasar a Q. Ademis,
cuando ab = 0 para ¢, b € Z, entonces a =0 o b= 0; decimos entonces que Z no tiene
divi: propios de 0. Esta propied d nos permite cancelar, como en el caso 2x =2y = x=
ypara_r,yez,yaquelx:2y:2(x—y}=0=>2=00x—y=0=x=y.(0bserveque
en ningdn momento mencionamos la multiplicacién de ambos lados de la ecuacin 2x =
2y por 4. El néimero 1 estd fuera del sistema Z.)

Ahorar iremos alg propiedades de esta operaci6n de division. Cuando divida-
mos entre un entero a, supondremos que @ #0.
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EOCREMA 4.3

Para cualesquicrag, b, c EZ

a) 1la y al0. b) [(a|b)\(bla)]>a==2b.
o [(a|p)A\(Blol=>alc. d) a|b=>a|bx paratodox EL
e) Six=y+z parax, y z € Zy adivide a dos de los enteros x, , z, entonces a divié
al entero restante.
0 [a]b) A (@|) = a|(bx + cy), para todos x, y € Z. (La expresién bx + g%
denomina combinacion lineal de b, c.)
g) Paral =i=<n,seac,E Z. Siadivideacadac,
emoncesa|(c,x,+ CXa ¥ -+ -+ C,x,), donde ;€ Zparatodo I =i =n.

Demostracién: Demostraremos la parte (f) y dejaremos el resto al lector.

Sia|bya|c, entonces b=amy c = an, para algunos m, n € Z. Asi, bx + cy = (am
(an)y = a(mx + ny) (por la propiedad asociativa de la multiplicacién y la propi
distributiva de la multiplicacién sobre la suma, ya que los elementos de Z satisfacen am
bas propiedades). Como bx + cy = almx + ny), se sigue que a | (bx + cy).

La parte (g) del teorema serd 1til cuando consideremos lo siguiente.

¢ Existen enteros x, y, z (positivos, negativos o cero) tales que 6x + 9y + 15z=107? Sup
gamos que existen dichos enteros. Entonces, como 3|6, 3|9 y 3| 15, la parte (g) del

rema 4.3 implica que 3 es un divisor de 107, lo cual es falso. Por lo tanto, no existen
enteros x, y, z.

Las partes (d), (e) y (f) del teorema 4.3 nos ayudarén en la siguiente situacion.

Sean g, b € Z tales que 2a + 3b sea un miltiplo de 17. (Por ¢jemplo, podriamos tener que
a=7yb=1; 0bien, a=4, b=3.) Demuestre que 17 divide a 9a + 5b.

Demostracién: Observamos que 17 | (2a +3b) = 17| (- 4)(2a + 3b). Ademds, 17| (17a+
17b). Por lo tanto, 17|(17a + 17b) + ( — 4)2a + 3b). En consecuencia, 17|[(17 — 8)a+
(17 —12)b], o bien 17| (9a + 5b).-

Con esta operaci6n binaria de divisién entre enteros, estamos dentro del 4rea de las
matemaéticas llamada teorfa de niimeros. Si seguimos analizando el conjunto Z*, observa-
remos que para todon € Z*, n >1, el entero n tiene al menos dos divisores positivos; 1 yel

mismo n. Algunos mimeros, como 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, . . . , tienen exactamente dos
divisores positivos. Estos enteros reciben el nombre de primos. Todos los demés enteros

positivos (mayores que 1 y que no sean primos) se llaman comp El lema sig
expresa una conexi6n inmediata entre los niimeros primos y los compuestos.
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Sin € Z* y n es compuesto, entonces existe un primo p tal que p|n.

Demostracién: Si suponemos lo contrario, sea S el conjunto de todos los enteros com-
puestos que no tienen divisores primos. Si § £, entonces por el principio del buen orden,
S tiene un elemento minimo m. Pero si m es compuesto, entonces m = My, donde m,, m;
€ Zry l«m<my 1<m;< m. Como m, & 5, m, es primo o divisible entre un primo. En
consecuencia, existe un primo p tal que p|my 5= 8.

¢Por qué llamamos al resultado anterior lema en vez de teorema? Después de todo,
debia demostrarse al igual que todos los teoremas de este libro vistos hasta el momento. La
razén es que aunque un lema es en s{ mismo un teorema, su papel principal es el de ayudar
a la demostraci6n de otros teoremas.

Al enumerar los primos, nos inclinamos por pensar que existe una infinidad de tales
nimeros. Verificaremos ahora que esto es cierto.

(Euclides) Existe una infinidad de primos.

Demostracién: En caso contrario, seap, pa. . - . , P 1a lista finita de todos los primos y sea
B=pip:---pi+1.ComoB>pparatodo l i =k, B no puede ser un primo. Por lo tanto,
B es compuesto. Asi, por el lema 4.1, existe un primo p;, 1 <j < ktal que p; | B. Como
p;|Byp;| pip2 - - o del teorema 4.3(e) se sigue que p; | 1. Esta contradicci6n surge de la
hip6tesis de que s6lo existe un nimero finito de primos, de donde obtenemos el resultado.

Si, éste es el mismo Euclides del siglo1v A.c., cuyos Elementos, escritos en 13 rollos de
pergamino, constinayeron el primer andlisis organizado de la geometrfa que estudiamos en
el bachillerato. Sin embargo, uno puede ver que estos 13 libros también abordan la teoria
de niimeros. En particular, los libros VII, VIIT y IX tratan estos temas. El teorema anterior
(con demostracién) aparece en ¢l libro IX.

Pasemos ahora a la idea principal de esta seccién. Este resultado nos permite trabajar
con la divisién entre ndmeros distintos de cero en Z cuando esa divisién no es exacta.

El algoritmo de la divisién. Sia, b € Z, con b > 0, entonces existen g, r € Z Gnicos tales
quea=gb+r,con0=r<b.

Demostracién: Si b |a, el resultado es vélido con r=0, por lo que ahora consideraremos
el caso en que bfa (es decir, b no divide a a).

SeaS={a-1tb|tEZ,a—1b>0}.Sia>0y1=0, entoncesa € SyS#8.5ia<0,sea
t=a-1.Entoncesa—tb=a—(a—Db=a(l —b)+b,con (1 -b) =0, yague b = 1. As,
a—1b>0y S#6. Porlo tanto, para todoa € Z, Ses un subconjunto no vacio de Z*. Por
el principio del buen orden, S tiene un elemento minimor, tal que 0< r=a—gh, paraalgin
qEZ.Sir=h,entoncesa=(g+1)byb | &, lo que contradice bla.Sir>b, entoncesr=
b+c,paraalginc € Z'ya-gb=r=b+c=c=a-(g+ 1)b € S, 1o que contradice que
r sea el elemento minimo de S. Por lo tanto, r < b.

Esto establece entonces un cociente g y unTesto 7, tales que 0 < r < b para el teorema.
Pero jexisten otros g y r que también funcionen? En ese caso, sean g,, 4,, 7, 7, € Z tales
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quea=gp+r,con0=<r<bya=gb+r,con0=<r<b.Enoncesgb+r=gb+r
blg,—q,|=|r,~r|<b.yaque0 < r,7,<b. Sig, # g, tenemos la contradiccit
b|g,~q,|<b. Porlo tanto, g, = g,, r, = r, y tanto ¢l cociente como el resto son inicos.

Como lo mencionamos en la demostracién anterior, cuando a, b € Z con b > 0, ento
existe un cociente g Gnico y un resto r Gnico talesquea=gb +r,con 0 < r< b. A
en este caso, el entero b se llama divisor y a es el dividendo.

a) Cuandoa= 170y b =11 en ¢l algoritmo de la divisi6n, tenemos que 170 =15 - 11
5,donde 0 =< 5 < 11. Por lo tanto, al dividir 170 entre 11, el cociente es 15y ¢l
es5. 1
b) Siel dividendo es 98 y el divisor es 7, del algoritmo de la divisi6n tenemos que 98=
14.-7. Asi, en este caso, el cociente es 14 y el resto es 0, y 7 divide (exactamente)a
98.
c) Paraelcasoenquea=—45y b=8tenemos <45=(—6)8 +3,donde 0 < 3<8
consecuencia, el cociente es — 6 y el resto es 3, cuando el dividendo es —45 yel
divisor es 8.
d) Seanag bE Z".
1) Sia = gb para algin g € Z*, entonces —a = (- g)b. Por lo que, en este caso,
cuando —a(<0) se divide entre b(>0) el cociente es —g(<0) y el resto es 0.

2) Sia=gb+rparaalging € NyO<r<b, entonces a=(—q)b—r= (—q)b-
b+b—r=(-g-1)b+(b-r). Para este caso, cuando —a(<0) se divide entre
b(>0), el cociente es —g — 1(<0) y el restoes b—r, donde 0 < b—r< b.

A pesar de la demostracién del teorema 4.5 y los resultados del ejemplo 4.22, realmente
no tenemos una manera sistematica de calcular el cociente g y el resto r cuando dividimos
un entero a (el dividendo) entre el entero positivo b (el divisor). La demostracién del
teorema 4.5 garantiza la existencia de tales enteros g y r, pero la demostracién no es cons-
tructiva, esto es, no parece indicar c6mo se calculan ¢ y r ni menciona nada acerca de la
capacidad para utilizar tablas de multiplicaci6n o para realizar grandes divisiones. A fin de
remediar esta situacién proporcionamos el programa en Pascal de la figura 4.8. [En este
programa, abs(a) es ¢l valor absoluto de a.] Nuestro siguiente ejemplo ilustra la idea pre-
sentada en parte de este programa.

Dado que es posible ver la multiplicacién de enteros positivos como sumas Tepetidas;
también podemos ver la divisién (entera) como restas repetidas. Vemos que la resta s
cumple un papel en la definicién del conjunto S en la demostracién del teorema 4.5.

Cuando, por ejemplo, calculamos 5 - 7, podemos pensar en términos de sumas repeti-
das y escribir




Program IntegerDivision{input,output);
Var
a,b,q,r: integer;

Begin
Writeln ('Queremos determinar el cociente g');
Writeln ('y el resto r cuando el enterc a');
Writeln ('se divide entre el entero positivo b.');
Write ('a="');

If a=0 then
Writeln('En este caso, a = 0, por loque g=0y r = 0.')
Else i

Begin
r := abs(a):
q:=0;
While (r >= b) do
Begin
r:=r—b;
q:=q+1l
End;
If a>0 then
Begin
Writeln (''Cuando dividimes', a:0, 'entre', b:0, ',');
Writeln (''el cociente g=', q:0, 'y '):
Writeln ('el resto r="', r:0, '.")
End
Else if r=0 then
Begin
Writeln ('Cuando dividimos', a:0, 'entre', b:0, ',"}:
Writeln ('el cociente gq= ', —q:0, 'y ');
Writeln ('el resto r=0.")
End
Else
Begin
Writeln ('Cuando dividimos ', a:0, ' entre, ',');
Writeln ('el cociente q= ', (—q—1):0, " ¥ '););
Writeln ('el resto r=', (b—r):0, '.');
End;
End;

End.

Queremos determinar el cociente g

y el resto r cuando el entero a

se divide entre el entero positivo b.
a=37

b=8

Cuando dividimes 37 entre B,

el cociente gq=4 y

el resto r=5.

Figura4.8
217

1
|
|
i
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2-7=7+7=14
3-7=(2+1)-7=2-T+1-7=(7+T)+7=14+7=21
4-7=(3+1)-7=3-T+1-7=((7+7N+7)+7=21+7=28
5-7=(4+1)-7=4-T+1-7=(((7+DN+N+N+T7=28+7=35.

Si, por otro lado, deseamos dividir 37 entre 8, entonces debemos pensar que el cociente
es ¢l ndmero de ochos contenidos en 37. Al eliminar cada uno de estos ochos (esto es,
restarlos) y cuando ya no se puede eliminar otro 8 sin obtener un resultado i
entonces el entero que queda (restante) es el resto r. Asi, podemos calcular gy ren
nos de restas sucesivas como sigue:

37-8=29=8,

29-8=(37-8)—8=37-2-8=21=8,

21-8=((37-8)—8)—-8=37-3-8=13=8,
13—-8=(((37—8)—8)—8)—8=37—-4-8=5<8.

Iaﬁlﬁmalﬁ:eamuemquepodemosmsmaumochosdeﬂamesdeobmnexmmﬁ
tado no negativo (5) que es menor que 8. Por lo tanto, en este ejemplo tenemos que g=4
yr=5.

Usaremos el algoritmo de la divisién para analizar algunos resultados relativos ala
representacién de enteros en bases distintas de 10.

Escribi 6137 en el si octal (base 8). Aqui buscamos enteros no negativos r, 7,
... reconr,>0 talesque 6137 =(r,... 1,1, L 28

Con 6137 =ry+7-8 472824+~ +71p- 85 =ro+ 8(ry+ - 8 +- - - +1- 871), rpes el resto
obtenido en el algoritmo de la divisién al dividir 6137 entre 8.

En consecuencia, ya que 6137 = 1 + 8:767, tenemos ro=1y 767 = ri+rp- 8+ - %
ri- 85-1=r,+ 8(ry+ rs- 8 + - - - + - 85-2). Esto implica que r,=7 (el resto de la divisién de
767 entre 8)y95=r+r-8+---+1- 8%-2, 8i continuamos de esta manera veremos que.
n=7,n=3r=1yr=0paratodoi = 5, por lo que

6137=1-8'+3-8+7-8+7-8+1=(13771).

Podemos ordenar las divisiones sucesivas entre 8 como sigue:

Restos

8 6137
8 [767 1 ()
8 95 7 ()
8 |11 7 ()
8 L 3 ()
0 1 (re)

Enelcampodelasdendasdztawmpmcion.elsismmadsnﬁmbinaﬂos (base 2) es muy
importante. En €], los éinicos sfmbolos que se pueden utilizar son los bits 0y 1.Enlatablad3
hemos enumerado la representacién binaria de los enteros (base 10) desde el O hastael 15.
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Tabla 4.3
Base 10 Base2 Basel) Basel

0 0000 8 1000
1 0001 9 1001
2 0010 10 1010
3 0011 11 1011
4 0100 12 1100
o] 0101 13 1101
6 0110 14 1110
7 0111 15 1111

Hemos incluido 1os ceros no significativos y encontramos que se necesitan cuatro bits
debido al primer 1 de las representaciones de los enteros de 8 a 15. Podemos continuar con
cinco bits hasta el 31 (= 32 — 1 =2°—1); se necesitan seis bits parallegar al 63 (=64 - 1=
2¢—1). En general, six € Zy 0 < x<2", paran € Z*, entonces podemos escribir x en base
2 usando # bits. Los ceros no significativos aparecen cuando 0 < x < 2"-'— 1y para
2°-1< x < 2" — 1 el primer bit (m4s significativo) es el 1.

Generalmente, la informacién de las méquinas se almacena en unidades de ocho bits
llamadas bytes; asi, para las méquinas con celdas de memoria de un byte, podemos al-
macenar en una sola celda cualquiera de los equivalentes binarios de los enteros desde 0
a2%— 1= 255. Para una maquina con celdas de dos bytes, cualquiera de los enteros entre
0y 25— 1 =65,535 puede almacenarse en forma binaria en cada celda. Una méquina con
celdas de cuatro bytes puede proporcionarnos hasta 27— 1 = 4,294,967,295.

Cuando un humano trabaja con secuencias grandes de ceros y unos, el trabajo se vuelve
muy tedioso y la probabilidad de error se incrementa con el tedio. En consecuencia, es
comiin (especialmente en el estudio de lenguajes de méquina y ensamblador) representar
esas secuencias grandes de bits en otra notacién. Una de estas notaciones es la notacidn
hexadecimal (base 16). Aqui necesitamos 16 simbolos; como sélo tenemos 10 simbolos
en el sistema estdndar en base 10, introducimos los siguientes simbolos adicionales:

A (Able) C (Charlie) E (Echo)
B (Baker) D (Dog) F (Fox)

En la tabla 4.4, los enteros entre 0 y 15 estdn dados en términos del sistema binario y del
sistema hexadecimal.

Tabla 4.4

Base 10 Base2 Basel6 Base 10 Base2 Base 16
0 0000 0 8 1000 8
1 0001 1 9 1001 9
2 0010 2 10 1010 A
3 0011 3 11 1011 B
4 0100 4 12 1100 C
5 0101 5 13 1101 D
6 0110 6 14 1110 E
T 0111 7 15 1111 F
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Para convertir de base 10 a base 16, seguimos un procedimiento parecido al bosqueja
do en el ejemplo 4.24. Aqui estamos interesados en los restos de las divisiones sucesiva
entre 16. Por lo tanto, si queremos representar el entero 13,874,945 (base 10) en el si
hexadecimal, hacemos los siguientes cdlculos:

Restos
16 |[13.874,945
16 |867.184 1 (o)
16 54,199 0 ()
16 3,387 7 ()
16 211 11 (=B) ()
16 13 3 ()
0 13(=D) (r)
En consecuencia, 13,874,945 = (D3B701)s.

Sin embargo, existe un método mds sencillo para convertir de base 2 a base 16.
ejemplo, si queremos convertir el entero binario 01001101 (un byte) a base 16,
nemos el nidmero en blogues de cuatro bits:

0100 1101
]

—_—

4 D

Después convertimos cada bloque de cuatro bits a su representacién en base 16 (comose.
muestra en la tabla 4.4) y tenemos que (01001101), = (4D),s. Si partimos del niimero
(A13F)y (de dos bytes) y queremos hacer la conversion en la otra direccién, reemplaza-
mos cada simbolo hexadecimal por su equivalente binario (de cuatro bits, que tambiénse.
muestra en la tabla 4.4):

A 1 3 F

—_—— —,— —— ——

1010 0001 0011 1111
Esto implica que (A13F);;= (1010000100111111),.

Ejemplo 4.26

Necesitamos los enteros negativos para realizar la operacion binaria de resta en términos
de la suma [es decir, (a—b) = a + (- b)]. Cuando trabaj; con larep i6n binaria
de los enteros, podemos utilizar un método popular que nos permite realizar la suma, resta,
multiplicacién y divisi6n (entera): el método de complemento a dos. La popularidad del
método se basa en su implantacién con s6lo dos circuitos electrénicos, uno para negar y
OLTO para sumar.

En la tabla 4.5, los enteros del —8 al 7 se representan mediante el patrén de cuatro bits que
se muestra. Los enteros no negativos se representan como en las tablas 4.3 y 4.4. Para.
obtener los resultados para -8 < n < -1, consideremos primero la representaci6n binaria
de|n|, el valor absoluto de 7. Entonces hacemos lo siguiente:

1) Reemplazamos cada 0(1) en la representaci6n binaria de |n| por 1(0); este resulta-
do se llama complemento a unos de (la representacién dada de) |n|.

2) Sumamos 1 (= 0001 en este caso) al resultado del paso 1. Este resultado se llama
complemento a dos de n.
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Tabla 4.5
Notacién del complemento a dos
Valor representado  Patrén de cuatro bits
7 0 11 1e
6 Ozilic 12D
5 18 ol o |
4 0150 Oj
3 i jig 1l 2
2 0.0,1:0
1 0001
0 000
-1 i D e ¢ [1:':]
-2 j s LA )
=3 1.1.0.1
-4 1100
=5 1011
-6 oV T =
-7 1-1@uigiigo =R
-8 1.0 :0: 00—
Por ejemplo, para obtener la rep aci6n del compl > a dos de —6, h lo
siguiente.
6
1) Empezamos con la representacién 1
binaria de 6. 0110
2) Intercambiamos los ceros y los unos; este 1
resultado es el complemento a unos de 0110. 1001
3) Sumamos uno al resultado anterior. |

1001 + 0001 = 1010

También podemos obtener los patrones de cuatro bits de los valores 8 = i =-1
usando los patrones de cuatro bits de los enteros 0a 7y ipl do (i iand
1os ceros y los unos) estos patrones como s¢ muestra, en la tabla 4.5 mediante cuatro de
estas parejas. Observe, en esta tabla, que los patrones de cuatro bits de los enteros no
negativos comienzan en 0, mientras que 1 es el primer bit de los enteros negativos de la
tabla.

£Cémo realizamos la resta 33 — 15, en base 2, mediante el método de complemento 2 dos
con patrones de ocho bits (= un byte)?

Queremos determinar 33 — 15 = 33 + (-15). Tenemos que 33 = (00100001), y 15 =
(00001111),. Por lo tanto, representamos —15 como

11110000 + 00000001 = 11110001.

La suma de enteros representados en la notacién del complemento a dos es igual a la

S—
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suma binaria comiin, excepto que todos los resultados deben tener patrones del
tamafio. Esto significa que cuando se suman dos enteros por ¢l método de compls i
dos, cualquier bit adicional que aparece en el lado izquierdo de la respuesta (por un ac
rreo final) se debe descartar. Jlustramos esto en los siguientes célculos.

33 , 00100001
=15 + 11110001
I——** 100010010
e
Este bit se Respuesta = (00010010}, =18
descarta. Este bit indica que la
respuesta es no negativa.
Para determinar 15 — 33, utilizamos 15 = (00001111); y 33 = (00100001),. En
para calcular 15 — 33 como 15 + (—33), representamos —33 como 11011110 + 00000001
11011111. Esto nos da el resultado
15 00001111
=33 +11011111
11101110

Este bit indica que Ia
respuesta es negativa.

Para obtener la forma positiva de la respuesta, hacemos lo siguiente:

11101110

1) Tomamos el complemento 1
2 unos. 00010001

2) Sumamos 1 al resultado $
anterior. 00010010

Como (00010010),= 18, la respuesta es —18.

Un problema que hemos evitado en los dos célculos anteriores implica ¢l tamaio de los
enteros que podemos representar con patrones de ocho bits. Independientemente del ta-
maifio de patrén que usemos, el tamaiio de los enteros que podemos representar es limita-
do. Cuando sobrepasamos ese tamaiio, ocurre un error de desbordamiento. Por ejemplo, si
trabajamos con patrones de ocho bits e intentamos sumar 117 y 88, obtenemos

117 01110101
+ 88 + 01011000
11001101

Este bit indica que la
frespuesta es negativa.

Este resultado muestra cémo podemos detectar un error de desbordamiento cuando suma-
mos dos nimeros. En este caso se indica un error de este tipo: la suma de los patrones de
ocho bits para dos enteros positivos produce el patrén de ocho bits de un entero negativo.
En forma andloga, cuando la suma de (los patrones de ocho bits de) dos enteros negativos
produce un patrén de ocho bits de un entero positivo, se detecta un error de desbordamiento,

Para ver por qué funciona en general el procedimiento del ejemplo 4.27, seanx,y € Z*
conx>y.
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Sea 2*-'< x < 2" Entonces, la representaci6n binaria de x estd formada por n bits (con
un 1 en el lugar mds significativo). La representacion binaria de 2* consta den + 1 bits: un
1 en el lugar més significativo seguido de n ceros. La representacion binaria de 2°— 1
consta de 7 unos.

Al restar y de 2°— 1, tenemos

(2—1)—y=11...1—y, ¢l complemento a unos de y.
: n unos
Entonces, (2°— 1) —y + 1 nos da el complemento a dos de y, y
x—-y=x+[2"-1)-y+1]-2%,
donde el término final, 2%, da como resultado la eliminaci6n del bit adicional que surge en
el lado izquierdo de la respuesta.

Cerraremos esta seccién con un iltimo resultado acerca de los enteros compuestos. (Este
resultado se utilizara posteriormente en el programa en Pascal que se muestra en la figura 8.3.)

Sin € Z*y n es compuesto, entonces existe un primo p tal que p |nyp= n.
Demostracién: Como r es compuesto, podemos escribirn=n; n,, donde 1<m<ny 1<n,
< n. Afirmamos que uno de los enteros #;, n, debe ser menor o igual que/n. En caso
contrario, tendriamos que n; >n y n¢>ﬁ dan lugar a la contradiccién n = nyn, >
(¥n)(+/n) = n. Sin pérdida de generalidad, suponemos que 7, < . Si n, es primo, se
sigue el resultado. Sin; no es primo, entonces por el lema 4.1 existe un primop < n, tal que
pln.Asiplnyp<+n.

EIERCICIOS 4.3

1. Verifique las partes restantes del teorema 4.3.

2. Seana, b, ¢, d € Z*. Demuestre que (2) [{a| ) A (c|d)] = ac|bd; ) a|b = ac|be; y ()
ac|bc=>alb.

. Sip, g son primos, demuestre que p | g siy sélosip=g.

. Sia, b, ¢ € Z*ya|bc, ;implica esto que a| b o a]e?

. Para cualesquicra enteros 4, b y ¢, demuestre que si a fbe, entonces afb y afe.

. Sean € Z*, donde n = 2. Demuestre que si &y, @z, - . - , G b1, b1 - . -, b,E Z° ¥ a; | b; paratodo
1 <1< n, entonces (a,a;- - - @) | (Bi by - - b)),

7. a) Encuentre tres enteros positivos a, b, ¢ tales que 31 | (5a+7b + 11c).

b) Siu,b,x:EZy31|(5a+‘7b+11c}.demunmeque(i)31!(2'{a+i7b+9c)y(ii)3l|(6a+
27b + Te).

8. Una tienda de comestibles realiza un concurso semanal para promover sus ventas. Cada cliente
que adquiera més de $20 en mercancia recibe una tarjeta de juego con 12 mimeros en ella; st
cualquiera de estos suman ex 500, el cliente recibe un bono de
compra de $500 (en la tienda de comestibles). Después de comprar articulos por $22.83 en la
tienda, Leonor recibe su tarjeta de juego en la que estén impresos los siguientes 12 nimeros: 144,
336, 30, 66, 138, 162, 318, 54, 84, 288, 126 y 456. ;Gana Leonor un bono de $500 de compra?

9. Sr_ana,bEZ*.Sib|ayb|(a+2)‘demuﬁrrequeb=10b=?..

10. Sin € Z* y n es impar, demuestre que & | (n*~ 1).

11. Sia b € Z*y ambos son impares, demuestre que 2| (a*+ b%) pero que 4f(a*+ b).

oo oA W
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.

12.

13
14.

15.

20.

21.
22.

23.

24,

25.

26.

27,

. Sin € N, demuestre que 3 | (7°- 47,

. Convierta cada uno de los sigul nimeros hexadecimales a base 2 y a base 10.
. Convierta cada uno de los siguientes nimeros binarios a base 10 y a base 16.

. Escriba los sigui enteros en la i6n de » a dos. En este caso,

Determine el cociente g y el resto r para cada uno de los siguientes casos, donde aes
dividendo y & el divisor.
a) a=23, b=17
c) a=0, b=42
e) a=434, b=31

Escriba cada uno de los siguientes niimeros (dados en base 10) en base 2, base 4 y base 8.
a) 137 b) 6243 c) 12,345

Escriba cada uno de los siguientes enteros (dados en base 10) en base 2 y base 16.

a) 22 b) 527 c) 1234 d) 6923

a) A7 b) 4C2 ) 1C2B d) A2DFE

a) 11001110 b) 00110001 c) 11110000 d) 01010111

resultados son patrones de ocho bits.

a) 15 b) —15 ¢ 100

d) —65 e) 127 f) —128

$i una méquina guarda los enteros mediante el método de complemento a dos, ;cules son los

enteros méximo y minimo que puede guardar si utiliza patrones de bits de () 4 bits? (b) 8 bits?

() 16 bits? (d) 32 bits? (¢) 2" bits, n € Z*7

En cada uno de los sngmntes problemas estamos usando los patrones de cuatro bits para las
1ones de a dos de los enteros —8 a 7. Resuelva cada problema (deser

pos:ble) y después convierta los resultados a base 10 para verificar sus respuestas. Tenga cui-

dado con los errores de desbordamiento.

a) 0101 b 1101 ¢ 0111
+ 0001 +1110 + 1000
d 110 ¢ 1011 f) 0101
+ 1010 +0101 +0100

Sigxy€EZya#=0,demuestrequeax=ay =>x=y.
Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) para convertir un entero positivo de base 102
baseb,donde2 =b=9.
El algoritmo de la divisién se puede generalizar de la manera siguiente: paraa, hE Zy b# 0,
existen ¢,7 € Zoon a=gb + 1,0 = r <|b|. Use el teorema 4.5 para verificar esta forma
generalizada del algoritmo para b < 0.
Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) para convertir un entero positivo de base 102
base 16.
Paran € Z°, escriba un programa (o desarrolle un algeritmo) que imprima todos los divisores.
positivos de n.
Defina el conjunto X € Z* en forma recursiva, como sigue:
1)3EX;y
2) Sia, bE X, entoncesa+ b EX.
Demuestre que X = {3k | k € Z'}, el conjunto de todos los enteros positivos divisibles entre 3. -
Sean € Z'con n=r,- 104+ - - - + ry- 10?+ ry- 10 + r, (1a representaci6n en base 10 de n).
Demuestre que (a) 2 | nsiystlosi2 | i ()4 | nsiysolosi4 | (r-10+r)y(c)8 [ n
siyslosi8 | (e 10°+r-10+7g).

Establezca un teorema general sugerido por estos resultados.
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4.4

El maximo comun divisor:
El algoritmo de Euclides

Siguiendo con la operaci6n de divisién desarrollada en la seccidn 4.3 analizaremos los
divisores de una pareja de enteros.

icion 4.2

Paraa, b € Z, un entero positivo ¢ s un divisor comindeaybsiclayc|b.

Los divisores comunes de 42 y 70son 1, 2, 7'y 14; 14 es el mayor de los divisores comunes.

nicion 4.3

Seana, b € Z, donde a # 0 0 b + 0. Entonces ¢ € Z* es el mdximo comiin divisori de a,
bsi

a) cla, c| b (es decir, ¢ es un divisor comin de a, b), y

b) para cualquier comiin divisor d de a y b, tenemos que d | ¢.

El resultado del ejemplo 4.29 satisface estas condiciones. Sin embargo, este ejemplo
trabaja con dos enteros pequedios. ;Qué harfamos con dos enteros de 20 digitos cada uno?
Consideremos las siguientes preguntas:

1) Dados a, b € Z, donde al menos uno de ¢llos es distinto de 0, jexiste siempre el
méximo comin divisor de a y b? Si existe, ;¢6mo podemos encontrarlo?
2) ;Cudntos maximos comunes divisores puede tener un par de enteros?

Al trabajar con estas preguntas, nos concentramos en g, b € Z*.

TEOREMA 4.6

Para cualesquicra g, & € Z*, existe un tinico¢ € Z° que es el méximo comiin divisor de g, b.
Demostracion: Dados g, b € Z*, sea S={as+ bt | s, tEZ,as+bt>0}. ComoS#8, por
¢l principio del buen orden, S tiene un elemento minimo c. Afirmamos que ¢ es €l médximo
comiin divisor de a, b.

Como ¢ € §, ¢ = ax + by, para algunos x, y € Z. En consecuencia,sid € Zy d[ay
d| b, entonces por ¢l teorema 4.3(f) d | (ax + by), porlo que d | c.

Si ¢} a, podemos usar el algoritmo de la divisién para escribir a= gc + r,con g, r € Z*
v 0<r<c.Entonces r=a—gc=a—g(ax+by)=(l -gx)a+(—gy)b, porloque r €5, 1o
que contradice la eleccién de ¢ como el elemento minimo de S. En consecuencia, ¢ | a,y
por un argumento similar, ¢ | 5.

Asf, cualesquieraa, b € Z* tienen un méximo comun divisor. Si ¢y, ¢; satisfacen las dos
condiciones de la definicién 4.3, entonces, con ¢; como el méximo comun divisor y ¢

+ Greatest Common divisor (ged). En espafiol med. (N. del E.)
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como un divisor comtin, se sigue que ¢, | ¢,. Si invertimos los papeles, vemos que ¢ =52
por ¢l teorema 4.3(b), tenemos que ¢, = ¢, ya que ¢, 6, € Z*.

Ahora sab que para cualesquiera @, b € Z*, el maximo comin divisor de a, b
existe y es tinico. Denotamos este nimero con mcd(a, b). Aqui med(a, &) = med(b, a); ¥
para cualquier a € Z, si @ = 0, entonces mcd(a, 0) =|a|. También, cuando 4, b € Z*,
tenemos que mcd(— g, b) = med{a, — b) = med( - @, — b) = mcd(a, b). Finalmente, med(0, 0)
no estd definido y no es de interés para nosotros.

Del teorema 4.6, vemos que med(a, b) no sélo existe sino que med(a, b) también esel
entero positivo mds pequefio que podemos escribir como una combinacion lineal de ayb.
Sin embargo, debemos darnos cuenta de que sig, b, ¢ € Z*y c=ax + by para algunos x,
y € Z, entonces no necesariamente debemos concluir que ¢ sea med(a, b); a menos que
también sepamos de alguna manera que c es el entero positivo més pequefio que puede ser
escrito como una combinacién lineal dea y b.

Los enteros a y b son primos relativos si mcd(a, b) = 1; es decir, cuando existex, y EZ
conax+by=1.

Como med(42, 70) = 14, podemos encontrar x, y € Z tales que 42x + 70y =14 03x + 5y=1
Por inspecci6n, x= 2,y =—1 es una solucién; 3(2) + 5(—1) = 1. Pero parak € Z, 1 =3(2-5k)
+5(~1+ 3k), entonces 14=42(2-5k)+70(-1+3k) y 1as soluciones parax, y no son tinicas.

En general, si med(a, b)=d, entonces med((a/d), (bld)) = 1. (jVerifique esto!) Si (a/d)x+
(bld)y,= 1, entonces 1 = (a/d)(x,— (bld)k) + (B/d)(yo + (a@/d)k), para cualquier k € Z. Asi,
d= a(xy — (B/d)k) + b(y,+ (a/d)k), lo que produce un nimero infinito de soluciones para la
ecuacibn ax + by =d.

El ejemplo y las observaciones anteriores funcionan bastante bien sia, b son pequefios.
{Pero c6mo se puede encontrar mcd(a, b) para g, b € Z* arbitrarios? Si a | b, entonces
mcd(a, b)=a; ysib | a, entonces mecd(a, b) = b; en los demds casos, recurrimos al siguien-
te resultado, que debemos a Euclides.

OREMA 4.7

Algoritmo de Euclides. Si a, b € Z*, aplicamos el algoritmo de la divisién como sigue:

a=gqb+n, 0<n<b
b=gr+r, 0<n<n
n=qintrn, 0<n<r,
= Qualinnt+ g, 0<riua<ris
T3 = Gr-1Te2F Ti1s 0<re 1 <re2
Fe2=gkTe1H T 0<n<r

Tim1= Genr T

Entonces, r;, el dltimo resto distinto de cero, es igual a med(a, b).
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Demostracién: Para verificar que r,= med(a, b), establecemos las dos condiciones de la
definicién 4.3.

Comenzaremos con ¢l primer proceso de divisién enumerado arriba. Si clay clb,
entonces comoa = g,b + 1, se sigue que ¢ | r,. Después, [(c | Ac[ml=¢ |72, yaque
b= gor, + 1. Continuando hacia abajo por los procesos de divisién, 1legamos hasta donde
clraye | r;_y- Por la pendltima ecuacién, concluimos que ¢ | 1. lo que verifica la condi-
¢ién (b) en la definicién 4.3.

Para establecer la condici6n (a), seguimos un orden inverso. De 1a dltima ecuacion, 1
e porloquer; | Ty_2, YaQuer;_,=g; 7+ ;. Continuando hacia arriba por las ecuaciones,
Ilegamos hasta donde 7, | . y ;| s, por lo que r; | ;. Entonces [(ri | r2) A (e [ENETAL]
y finalmente [(r | 7)) A (r: | B)] = ri| a. De aquf que r,= med(a, b).

Hemos usado ahora la palabra algoritmo para describir las proposiciones establecidas
en los teoremas 4.5 y 4.7. Este término aparecerd con frecuencia en los demds capitulos de
este texto, por lo que seria buena idea mencionar lo que denota.

En primer lugar, un algoritmo es una lista de instrucci precisas disefiadas para
resolver un fipo de problema particular, no solamente un caso especial. En general, espe-
ramos que todos nuestros algoritmos reciban una entrada y nos proporcionen el resultado
(o resultados) necesario como salida. De igual modo, un algoritmo debe proporcionar el
mismo resultado si repetimos ¢l valor (o valores) para la entrada. Esto sucede cuando la
lista de instrucciones es tal que cada resultado intermedio proveniente de la ejecucién de
cada instruccién es tinico y sélo depende de la entrada (inicial) y de cualquier resultado
que se pudiera haber obtenido en cualquiera de las intrucciones precedentes. Para lograr
esto hay que eliminar toda vaguedad del algoritmo; las instrucciones deben describirse de
forma simple, pero no ambigua, de modo que pueda ser ejecutada por una méquina. Por
1ltimo, nuestro algoritmo no puede continuar por siempre. Debe terminar después de la
¢jecucién de un niimero finito de instrucciones.

En el teorema 4.7 determinamos el maximo comiin divisor de dos enteros positivos
cualesquiera. Por lo tanto, este algoritmo recibe los dos enteros positivos a, b como entra-
da y genera su méximo comin divisor como salida.

El uso de 1a palabra algoritmo en el teorema 4.5 se basa en la tradicién. Tal como estd
establecido, no proporciona las intrucciones precisas para determinar la salida deseada.
(Mencionamos este hecho antes del ejemplo 4.23.) Para eliminar esta desventaja del teore-
ma 4.5, indicaremos las instrucciones en €] programa en Pascal de la figura 4.8.

Ahora aplicaremos ¢l algoritmo de Euclides (Teorema 4.7) en los siguientes cinco
ejemplos.

Determinaremos ¢l mdximo comtin divisor de 250 y 111, y expresaremos el resultado
como una combinaci6n lineal de estos enteros.

250=2(111) + 28, 0<28<111
111=3(28) + 27, 0<27<28
28=1(27)+1, 0<1<27
27=27(1) +0.
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Asf, 1 es el dltimo resto distinto de cero. Por lo tanto, med(250, 111) = 1, y asf, 250y
111 son primos relativos. Si trabajamos hacia atrés en la tercera ecuaci6n, tendremos 1=
28 — 1(27) = 28 — 1111 - 3(28)] = ( —1)(111) + 4(28) = (—1)(111) + 4[250 - 2(111)} =
4(250) - 9(111) = 250(4) + 111( — 9), una combinacién lineal de 250 y 111.

Esta expresién de 1 como combinacién lineal de 250 y 111 no es tinica, ya que 1=
250[4 — 111k] + 111[ -9 + 250k], para cualquier k € Z.

También tenemos que med(— 250, 111) = med(250, —111) = med(- 250, -111) =
med(250, 111) = 1.

Nuestro siguiente ejemplo es un poco mds general, ya que se trata del méximo comin
divisor de un némero infinito de parejas de enteros.

Para cualquier n € Z*, demostraremos que los enteros positivos 8n + 3 y 5z + 2 son
primos relativos.

Aqui tenemos que 8n + 3> 5n + 2, y como en el ejemplo anterior, podemos escribir lo
siguiente: g

8n1+3=1(6n+2)+(Bn+1), 0<3m+1<5n+2
Sn+2=1Gn+1)+(@2n+1), 0<2n+1<3n+1

3n+1=12n+1)+n, 0<n<2n+1
2n+1=2n)+1, 0<i<n
n=n(1)+0.

Por lo tanto, el dltimo resto distinto de cero es 1, por lo que mcd(8n + 3, Sn +2) = 1. Pero
también podriamos haber llegado a esta conclusién si observamos que

Br+3)(—5)+(5n+2)(8)=-15+16=1.
Y como 1 estd expresado como una combinacién lineal de 82 + 3 y 5n + 2, y ningtéin otro

nimero positivo mds pequefio puede tener esta propiedad, se sigue que el méximo comiin
divisor de 8n + 3 y 5n + 2 es 1, para cualquier entero positivo n.

Una vez determinado el maximo comiin divisor del ejemplo 4.31, usaremos ahora el
algoritmo de Euclides para escribir un programa que determinard med(a, b) para g, b €
Z*. La salida de este programa se muestra mediante la evaluacién de med(456, 624) y
med(116, 641). :

El programa en Pascal de la figura 4.9 utiliza la operaci6n binaria Mod; parax, y € Z¥,
xMod y es el resto después de dividir x entre y. Por ¢jemplo, 7Mod 3es 1y 18 Mod Ses
3. (En el capftulo 14 trabajaremos con mds detalle “la aritmética de los restos™.)
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Program EuclideanAlgorithm (input, output);
Var
a,b,¢,d,r: integer;
Begin
Writeln ('Queremos determinar el méximo comin ');
Writeln ('divisor de dos eateros positivos 2,b. )
Write ('a="'):
Read (a);
Write ('b=");
Read (b);
r := a Mod b;
d :=b;
While r > 0 do % 3
Begin
=d;

C e
d r;
r:=cModd
End;
Writeln ('El méximo comin diviser de',a:0,' v ');
Write {(b:0.' is ',d:0)
End.

Queremos determinar el méximo comin
divisor de dos enteros positives a, b.
a = 456

b = 624

El miximo comin divisor de 456 y

624 is 24

Queremos determinar el mdximo comin
divisor de dos enteros positivos a, b.
a = 116

b = 641

El mdximo comin divisor de 116 ¥y

641 is 1

Figura 4.9

Jorge tiene dos recipi 1o dos. Un recipi contiene 17 onzas y el otro 55
onzas. Explique c6mo puede usar Jorge los dos recipientes para medir exactamente una
onza.

Por el algoritmo de Euclides tenemos que

55=317)+4, 0<4<17
17=4#)+1, 0<l<4.

Por lo tanto, 1 = 17 — 4(4) = 17 — 4[55 = 3(17)] = 13(17) — 4(55). Por lo tanto, Jorge debe
Tenar el recipiente pequefio (de 17 onzas) 13 veces y vaciar el contenido (las primeras
doce veces) en el recipiente mayor. (Jorge vacia ¢l recipiente mayor cada vez que esté
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lleno.) Antes de llenar el recipiente pequefio la 13% vez, Jorge tiene 12(17) - 3(55) =
204 — 165 = 39 onzas de agua en ¢l recipiente mayor (de 55 onzas). Después de llenar ¢l
recipiente pequefio por 13 vez, ¢l vaciard 16(= 55 — 39) de este recipiente, y llenaré ¢l
recipiente grande. Quedar4 exactamente una onza en el recipiente pequefio.

Al ayudar a los estudiantes en sus cursos de programacion, Juan observa que en promedio
puede ayudar a un estudiante a depurar un programa en Pascal en 6 minutos, pero tarda 10
minutos en depurar un programa escrito en APL. Si trabajé en forma continua durante
104 minutos y no desperdici6 tiempo, ;cudntos programas depur6 en cada lenguaje?

En este caso buscamos enteros x, y = 0 tales que 6x + 10y = 104, 0 3x + 5y = 52. Como
med(3, 5) = 1, podemos escribir 1 = 3(2) + 5(— 1), por lo que 52 = 3(104) + 5(-52)=
3(104 — 5k) + 5( - 52 + 3k), k € Z. Para obtener 0 < x = 104 - 5ky 0 < y = - 52 + 3%,
debemos tener (52/3) < k < (104/5). Asi, k=18, 19, 20 y existen tres posibles soluciones:

a) (k=18): x=14, y=2 b) (k=19): x=9, y=5
© (k=20): x=4, y=8

La ecuaci6n del ejemplo 4.35 es un ejemplo de una ecuacion diofdntica: una ecuacién
lineal que requiere soluciones enteras. Este tipo de ecuacién fue estudiada por primera vez
por el algebrista griego Diofanto, que vivié en el siglo m p.c.

Una vez resuelta una de estas ecuaciones, veamos ahora si podemos determinar cudndo
tiene soluci6n una ecuacion diofdntica. La demostracién se deja al lector.

EOREMA 4.8

Sig, b, ¢ € Z, la ecuacién dioféntica ax + by = ¢ tiene una solucién enterax=x,,y = Yosi
y s6lo si med(a, b) divide a c.

Cerramos esta seccidn con un concepto relacionado con el méximo comin divisor.

efinicién 4.4

Sia, b, ¢ € Z*, ¢ es un miiltiplo cormiin de a, b si ¢ es un mltiplo de a y de b. Ademis, c es
el minimo comiin miltiplo de a, b si es el més pequefio de los enteros positivos que son
miiltiplos comunes de g, b. Denotamos ¢ con mem(a, b).

a) Como 12 =3 -4 y ningiin otro entero positivo minimo es un miltiplo de 3 y 4,
tenemos que mem(3, 4) = 12 = mem(4, 3). Sin embargo, mem(3, 2) #12, ya que
aungue 12 es un miltiplo de 3 y 2, existe un miiltiplo m4s pequefio, a saber, 6. Y
como ningiin otro miltiplo comtn de 3 y 2 es menor que 6, se sigue que mem
(3,2)=6.
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b) Para cualquier n € Z*, tenemos que mem(1, #) = mem(n, 1) =n.

¢) Sia, n € Z*, tenemos que mem(a, na) = na. [Esta proposicién es una generaliza-
cién de la parte (b). La proposici6n anterior se sigue de ésta cuandoa =1.]

d) Sia m,n € Z* con m < n, entonces mem{g”, @*) = a”. [Y mcd(a™, @) =a™.]

OREMA 4.9

Sean a, b, ¢ € Z* con ¢ = mem(a, b). Si d es un miltiplo comiin de a y b, entonces c |d.
Demostracién: En caso contrario, usamos el algoritmo de la divisién para escribird = ge +
r, donde 0 < r < ¢. Como ¢ = mcm(a, b), se sigue que ¢ = ma para algin m € Z*. Ademds,
d = na para algiin n € Z*, ya que d es un miltiplo de a. En consecuencia, na=gma+r=
(n—gm)a =r>0,y res un miltiplo de a. De forma anéloga, se puede ver que r es un
miiltiplo de b, por lo que r es un mltiplo comin de @, b. Pero como 0 < r < ¢, contradeci-
mos la afirmacién de que ¢ es el minimo comin multiplo. Por lo tanto, ¢ | d.

El ditimo resultado de esta seccién une los conceptos de méximo comtn divisor y el
‘minimo comin mdltiplo. Ademés, nos proporciona una forma de calcular mem(a, b) para
cualquier a, b € Z*. La demostracién de este resultado se deja al lector.

TEOREMA 4.10

Para g, b € Z*, ab = mem(g, b) - med(a, b).

Por el teorema 4.10 tenemos lo siguiente:
a) Enelejemplo 4.31 vimos que med(250, 111) = 1. En consecuencia, mem(250, 111) =
(250)(111) = 27,750.
b) El ejemplo de la parte (a) es un caso particular de un resultado més general: para
cualesquiera @, b € Z, si g, b son primos relativos, entonces mem(a, b) = ab.
¢) El primer célculo (después del programa) de la figura 4.9 establece el hecho de que
med(456, 624) = 24. Como resultado tenemos que

mem(436, 624) = (456)(624)/24 = 11,856.

EJERCICIOS 4.4

1. Para cada uno de los pares siguientes g, b € Z*, determine mcd(a, b) y expréselo como una
combinacién lineal de a, b.

a) 231, 1820 b) 1369, 2597
©) 2689, 4001 d) 7982, 7983
2. Parag b EZ*ys, 1 € Z, ;qué podemos decir de mcd(a,b) si
a) as+bt=27 b) as+btr =37
c) as+bt=47 d) as+bt=67

3. Parag b € Z'y d=mcd(g, b), demuestre que med(a/d, bid) = 1.
4. Paraa, b € Z*, demuestre que med(za, nb) = n med(a, b).
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5. Paraa, b, ¢ € Z*, demuestre que si d = a + be, entonces med(b, d) = med(a, b).
6. Seana, b, c € Z* conmed(a, b)=1. Sia|c yb|c, demuestre queab| c. ; Vale este resultados
mcd(a, b) # 17
7. Seana, b € Z, donde al menos uno de ellos es distinto de cero.
a) Utilice cuantificadores para restablecer la definicién de ¢ = med(a, &), donde ¢ EZ°.
) Use el resultado de la parte (a) para decidir cuando ¢+ med(a, b) para algin c € Z*.
8. Sia, bson primos relativos y a> b, demuestre que med(a—- b, a+b)=102.
9. Seana, b, ¢ € Z* con med(g, b) = 1. Si a| be, demuestre que a|c.
10. Seana, b € Z- con a par y b impar. Demuestre que med(a, b) = med(@/2, 5).
11. Seana, b € Z* donde @ = b. Demuestre que mcd(a, b) = med(a—b, b).
12. Seana, b, c, d enteros positivos fijos. Si (ad - be) | a'y (ad - be) | ¢, demuestre que med(an +b,
en+ d)=1 para cualquiern € Z°.
13. Demuestre que para cualquiern € Z°, med(3n + 3, T + 4} = L.

14. Una ejecutiva compra $249.00 de juguetes para los nifios de sus empleados. Para cada nifia,
compra una mufieca de $3.30; cada nifio recibe un conjunto de soldados que cuestan $2.90.
;Cudntos juguetes de cada tipo compré?

15. Determine los valores de ¢ € Z7, 10 < ¢ < 20, para los que la ecuacién dioféntica 84x + 990y =¢
no tiene solucién. Determine las soluciones para los valores restantes de c.

16. a) Determine los enteros w, x, y € Z que satisfagan el siguiente sistema de ecuaciones
diofénticas:
w+x+y=50
w+13x +3ly =116

b) ;Existe una solucién en la parte (a) tal que w; x, y > 0?
¢) ;Existe una solucién en la parte (a) tal que w> 10, x>28yy>-15?

17. Verifique el teorema 4.8.

18. Verifique el teorema 4.10.

19. Sia b € Z* con a = 630, med(a, b) = 105 y mem(a, b)=242,550, jcudl es el valor de b?
20. Para cada pareja g, b del ejercicio 1, determine mcm(g, b).

21. Para cualquier z € Z*, jcudnto valen med(n, n + 1) y mem(n, n + 1)?

22. Demuestre que mem(na, nb) =n mem(a, b) paran, a, b EZ°.

4.5
El teorema fundamental de la
aritmética

En esta secci6n extenderemos el lema 4.1 y mostraremos que para cualquiern € Z*, n> 1,
n es primo o n puede escribirse como producto de primos, donde la representacién como
producto de primos s tnica, excepto por el orden de los factores. Este resultado, conocido
como el fund | de la aritmética, puede se en una forma equiva-
lente en el libro IX de los Elementos de Euclides.

Los siguientes dos lemas nos ayudarén a lograr nuestro objetivo.

]
MA 4.2 Sig, b € Z*y p es un primo, entonces p|ab = p|aop|b.
Demostracién: Si p | a, entonces hemos terminado. Si no, como p es primo, se sigue que
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mcd(p, a) = 1 y, por lo tanto, existen enteros x, y con px + ay = 1. Entonces b = p(bx) +
(ab)y. donde p| py p|ab. Asi, se sigue de las partes (d) y (¢) del tcorema 4.3 que p |&.

Seag € Z'paratodol =i =n. Sipespimoyp| aga,- --au,cntonoe5p|a,para algiin
1=i=n.
Dem ién: Dej la demc i6n de este resultado al lector.

J

Con el lema 4.2, tenemos otra oportunidad para establecer un resultado mediante el
método de la demostracién por contradiccién,

Queremos mostrar que /2 es irracional.

En caso contrario, podemos escribir 42 = afb, donde g, b € Z* y med(a, b) = 1. Enton-
ces2 =alb= 2= &b =2 =a’= 2| ¢= 2 |a. (;Por qué?) Ademds, 2|a = a=12c
para algin ¢ € Z*, por lo que 25*=a*= (2¢)’= 4¢® y b* = 2¢2. Pero entonces 2 | P= 2| b.
Como 2 divide a a y a b, esto implica que mcd(a, b) = 2, pero esto contradice nuestra
hip6tesis anterior en el sentido de que mcd(a, b) = 1. [Nota: esta demostracitn de la irra-
cionalidad de /2 era conocida por AristSteles (384 —322 a.c.)y es similar a la dada en el
libro X de los Elementos de Euclides.]

Antes de pasar al resultado principal de esta seccidén, observemos que ¢l entero 2 del
ejemplo anterior no tiene un papel especial. Pediremos al lector que, en la seccidn de
ejercicios, demuestre el hecho de queﬁ es irracional para cada primo p. Ahora que he-
mos mencionado este hecho, es hora de pr el teorema fund 1 de la aritmética.

Cada entero n > 1 puede escribirse como un producto de primos de forma tnica, excepto
por el orden de éstos. (En este caso, un sclo primo se considera un preducto de un factor.)
Demostracién: La demostracidn consta de dos partes: la primera demuestra la existencia
de una factorizacién con primos y la segunda se refiere a la unicidad.

Si la primera parte no fuera verdadera, sea m > 1 el entero mds pequefio que no puede
expresarse como un producto de primos. Como m no es primo, podemos escribir m =
mym,, donde 1< m, < m, 1 < my< m. Pero entonces m;, m, pueden escribirse como produc-
tos de primos, ya que son menores que m. En consecuencia, usamos la Tepresentacion m=
mym, para obtener una factorizacién de m con primos.

Para establecer la unicidad de una factorizacién como producto de primos, usaremos la
forma alternativa de la induccién matemdtica (Teorema 4.2). Para ¢l entero 2. tenemos una
tinica factorizacién como producto de primos y, suponiendo verdadera la unicidad de la
representaci6n para 3, 4, 5,...,n— 1, suponemos quen = pi* pi* =--pp = il SRR 5
donde cadap, 1 i < kycadag, 1 <j < r, es un primo. También suponemos que p; < po <
e Y Gi< < -<g,ys>0paral i<k g>0paralsj=r

Comop, |», tenemos que p; | gf* g7 -~ g . Porel lema4.3,p, |gparaalginl <j=<r.
Como p, ¥ g; SOn primos, tenemos gue p;= g;- De hecho, j= 1, ya que de lo contrario, g, | n
= g,= p, para algin 1< ¢ < ky pi< p,= ¢1< ;= p;. Usamos p, = q,, para ver que n, =
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nipy= pt~' pi--- pi =g g% --- g-. Comon;<n, se sigue de la hipétesis de ind
quek=r,p=qgpaal <i<ks—1=t-1(porloques;=t)ys=t,para2 <isk
Obtenemos de aqui que la factorizacién comoe producto de primos de n es tnica.

Usaremos ahora este resultado en los siguientes cinco ¢jemplos.

Para el entero 980,220, podemos determinar la factorizacién como producto de primos
como sigue:

980,220 = 2(490,110) = 2%(245,055) = 273'(81,685) = 223' 5'(16,337)
=223'5'17(961) =2*-3-5-17-31*

Sean € Z* y supongamos que

6] 10:9:8-7-6:5-4:3-2-p=21-20-19-18-17-16-15-14.

Como 17 es un factor primo del entero que estd en ¢l lado derecho de (*), también debe ser
un factor del lado izquierdo (por la parte de unicidad del reorema fundamental de la arit-

mética). Pero 17 no divide a ninguno de los factores 10,9, 8, ..., 3,02, porlo que 17 | n.
(Un argumento similar muestra que 19 | n.)

Para n € Z7, queremos contar el niimero de divisores positivos de n. Por ejemplo, ¢l
niimero 2 tiene dos divisores positivos: 1 y €l mismo. De la misma forma, 1 y 3 son los
tnicos divisores positivos de 3. En el caso de 4, tenemos tres divisores positivos: 1,2y 4.

Para determinar el resultado en el caso de cualquier n € Z*, n > 1, usamos el teorema
4.11 y escribimos n=p{* p;* **- p;', donde paracada 1 < i < k, p;es un primo y ¢;>0.Si
m|n, e,nmncesm:p{‘ p{i '--pf'donde() =fi< eparatodo | =i < k. Asi, por laregla
del producto, el niimero de divisores positivos de n es

(ey+1)(e;+1) -~ (e +1).

Por ejemplo, como 29,338,848,000 = 23° 5 7° 11, vemos que 29,338,848,000 tiene
@+ 1)(5+ 1)+ DG+ 1)(1 + 1) = (96)@)(4)(2) = 1728 divisores positivos.

Si queremos saber cudntos de estos 1728 divisores son miiltiplos de 360 = 2°3%5, enton-
ces debemos darnos cuenta de que queremos contar los enteros de la forma 2" 3% 5 7% [ 1*
donde

3=1,<8, 2=p=5, 1=5=3, 0=t,=<3, y O=st=<1.
En consecuencia, el nimero de divisores positivos de 29,338,848,000 que son divisibles
entre 360 es
[(8—3)+1I(5—2)+1[(3 - 1)+ 1)[(3—-0) + 1][(1 - 0) + 1] = (6)(4)(3)(4)(2) = 576.

Para determinar cuéntos de los 1728 divisores positivos de 29,338,848,000 son cuadrados
perfectos, necesitamos considerar todos los divisores de la forma2® 3% 5% 7 11% donde
cada §y, $,, $3, S, §5 €5 UD entere par no negativo. En consecuencia, tenemos en este caso
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5 opciones para s;; a saber, 0,2, 4, 6, 8;
3 opciones para 5;; a saber, 0, 2, 4;

2 opciones para s; y 5i; asaber, 0,2;y
1 opcidn para ss; a saber, 0.

Se sigue entonces que el ndmero de divisores positivos de 29,338,848,000 que son cua-
drados perfectos es (5)(3)(2)(2)(1) = 60. [De manera andloga, tenemos que existen
(3X(2)(2)(2)(1) = 24 divisores positivos de 29,338,848,000 que son cubos perfectos ¥
(3)(2)(1)(1)(1) = 6 que son potencias cuartas perfectas.]

Para nuestro siguiente ejemplo necesitamos el equivalente multiplicativo de la nota-
cién sigma (para la suma) ya comentada en la seccién 1.3. Aqui usaremos la letra griega
‘mayscula IT para la notacién pi.

Podemos usar la notacién pi para expresar el producto x; x; X3 X4 Xs X5, pOr €jemplo, como
[1%,%.- En general, es posible expresar el producto de losn— m-+ 1 (6Imines X, Xpet, Xnzs
. x,dondem,n €Zym=n,como [[7_x.Como en el caso de la notaci6n sigma, la
letra i es el indice del producto y este indice representa los n — m + 1 enteros a partir del
limize inferior m y hasta llegar al lfmite superior n (¢ incluirlo).

Esta notacién se demuestra en los siguientes casos: -

1) [T7sx=xsx:x5x6x, =[] 23%;, ya que la letra i no tiene nada de particular;

2) JI&:i=3-4-5-6=612!;

3) [Ini=m(m+1)(m+2)---(n—1)(n) = nli(m — 1)!, para cualesquiera m,
nEZ" con m=n;

&) 1323 =(3-2)(3-3)(3-4)(3-5) = 3%(5Y/1!) = 3¢-D*I(51111), y para cualesquiera
m,n € Z" con m =n, y cualquier ¢ €R, distinto de cero, tenemos que

Mea=c"mum-100;

i=m

5) [IE:x=xxsxexixy = [T jors; = [T fcoxn s

Sim, nE€Z, sean m=pf p2--- p? y n=pf pk---pl dondecadap esprimoyO=e,
y0=fparatodol=i=<rt Entonces, si a,=min{e, f}, el minimo (o més pequefio) de e,y
[, yb,=mix{e, £}, el méximo (o més grande) de e, y f, paratodo 1 < i < t, tenemos que

;
med(m,n) =pips- - pr=11p" ¥
=1
;
mem(m, n) =phpt- - pi=I1ph.
i=1

Por ejemplo, sea m = 491,891,400 =23 3*52 72 11" 13* y sean = 1,138,845,708 =22 3* 7'
d 11213* 17" . Entonces, con p,=2, p,=3, ps= 5, ps=7, ps= 11, ps= 13, p;= 17, vemos que
a;=2, a;=2, a;= 0 (el exponente de 5 en la factorizacién de n debe ser 0, ya que 5 no
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aparece en la factorizaci6n como producto de primos), a,= 1,a5=1,8,=2,y a;=0. Asl,
med(m, 7) = 2° 3 5° 7 11! 13% 17° = 468,468.
También tenemos que

mem(m, n) =22 3 52 T 1% 13 17" = 1,195,787,993,400.

Nuestro ltimo resultado de 1a seccidn relaciona el teorema fundamental de la aritméti-
ca con el hecho de que cualesquiera dos enteros ivos son primos relativos (como.
se observé en el gjercicio 21 de la secci6n 4.4).

Agqui buscamos una resp para la sigui T ;Podemos tres enteros
positivos consecutivos cuyo producto sea un cuadrado perfecto? Es decir, jexistenm, nE
Z tales que m(m + 1)(m + 2) = n*?

Supongamos que existen dichos enteros m, n. Recordemos que med(m, m + 1)=1=
med(m + 1, m+72), por lo que, para cualquier primo p, si p| (m + 1), entonces p{m y pf (m+
2). Ademss, si p|(m + 1), se sigue que p|#%. Y como n* es un cuadrado perfecto, por el
teorema fund: 1 de la aritmética, vemos que los expc dep en las factorizaci
como producto de primos de m + 1 y »* deben ser el mismo entero par. Esto es cierto para
cualquier divisor primo de m + 1, por lo que m + 1 es un cuadrado perfecto. Como #* y m+
1 son cuadrados perfectos, concluimos que el producto m(m +2) también es un cuadrado
perfecto. Sin embargo, el producto m(m +2) es tal que m < p+ 2n=m(m + 2) <ni' +2m+
1 = (m + 1)% En consecuencia, vemos que m(m + 2) estéd entre dos cuadrados perfectos
consecurivos y no es igual a ninguno de ellos. Asf, m(m +2) no puede serun cuadrado perfecto,
y 1o existen tres enteros positivos consecutivos cuyo producto sea un cuadrado perfecto.

ERCICIOS 4.5 1. Escriba cada uno de los sigui como un producto de primos

prpR---pf, donde 0<m para 1Sisk ¥y pi<pz<---<psw.

a) 148,500 b) 7,114,800 c) 7,882,875
2. Determine el méximo comtn divisor y el mfnimo comtn miltiplo para cada pareja de nimeros
del ejercicio anterior.
3. Seant € Z* arbitraric y py, p», P4, - - - » P primos distintos. Sim € Z* y la factorizacién como
producto de primos de m es pf p? pf -+ pf', jcudl es la factorizacién como producto de pri-
mos (a) de m*? (b)de m*?

4. Determine la factorizacién como producto de primos de lo siguiente:
a) 8 b) 10! c) 12! d) 15!
Encuentre el valor del entero positivo més grande tal que 2 divida a 221.
. Verifique el lema 4.3.
. Demuestre que ﬁ es irracional para cualquier primo p.
. Si p es cualquier primo, quc{f_r?csin ional
. a) Demuestre que logyg2 es irracional.
b) Para cualquier primo p, demuestre que logso p es irracional.
10. Encuentre ¢l mimero de divisores positivos para cada uno de los siguientes enteros.

W o N AW
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1

-

12.

18

2) 2-3-5-7-11-13-17-19-23 b) 2-3.5.7-11°-13¢17 o 17
Encuentre el niimero de divisores positivos para cada entero del ejercicio 1.
a) ;Cuéntos divisores positivos tiene n = 2 3° 57 7°11°13°37'?
b) Para los divisores de la parte (2), jcudntos son
i) divisibles entre 2°3*511237%?
ii) divisibles entre 1,166,400,000?
iii) cuadrados perfectos?
iv) cuadrados perfectos divisibles entre 223452117
v) cuadrados perfectos divisibles entre 2°3 5 7°?
vi) cubos perfectos?
vii) cubos perfectos que son miitiplos de 2'°3°577° 11713237°7
viii) cuartas potencias perfectas?
ix) quintas potencias perfectas?
x) cuadrados perfectos y cubos perfectos?

. Seanm, n € Z* tales que mn = 2*°3*5°7'11%13". Si mcm(m, n) =2*3*577" 11213', jcudl es el

med{m, 7)?

Amplie los resultados del ejemplo 4.42 y encuentre el méximo comin divisor y el minimo
comiin miiltiplo para los tres ndmeros del ejercicio 1.

Determine el cuadrado perfecto més pequefio que es divisible entre 7!

. Para iern € Z°, d que n es un cuadrado perfecto si y s6lo sin tiene un niimero

impar de divisores positivos.

. Encuentre el entero positivo més pequefio n para el cual el producto 1260 X n es un cubo perfecto.
. Doscientas monedas numeradas del 1 al 200 se colocan en hileras a Io largo de la barra de una

20.

2

-

22.

cafeterfa. Se asignan mimeros (del 1 al 200) a doscientos estudiantes y se les pide dar la vuelta a
algunas monedas. El estudiante con el nimero 1 voltea todas las monedas. El estudiante con el nime-
to2dalavueltaalas das en form: ezando por la segunda. En general, el estudian-
te con el niimero 7, para cada 1 < n < 200, voltea una moneda cada », comenzando con la -ésima.
a) ;Cudntas veces serd volteada la moneda mimero 2007

b) ;Habr4 otra moneda que sea volteada tantas veces como la 2007

) ¢Habré alguna moneda que sea volteada més veces que la 2007

¢Cuintos productos di pueden al multiplicar cualesquiera dos enteros (dis-
tintos) del conjunto
a) {4,8,16,32}? b) {4,8,16,32,64} ?

c) {4,8,9,16,27,32,64,81,243} ?

d) {4,8.9,16,25,27,32,64,81,125,243, 625,729, 3125} 7

e {p% % p' P5 p5 & 4 45 4, 45 75 1 1, 1), donde p, g, y 7 son primos distintos?
Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) para encontrar la factorizacién come produc-
to de primos de un entero n > 1.

En un trigngulo ABC, la longitud del lado BC es 293. Si la longitud del lado AB es un cuadrado
perfecto, Iz longitud del lado AC es una potencia de 2, y la longitud del lado AC es el doble de
1a longitud del lado AB, determine ¢l perimetro del trisngulo.

Exprese cada uno de los siguientes ¢jemplos en una forma més simple.

a) l';(—l)' b) l'I (=1, donde n €Z*
© zﬁl(—l)' donden€Z* d) ]_-_[ (l = 1):;;)2)
o [—— fn l'[ , donde n €Z°

.-le—t+1
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23. a) Evalie ]]2‘ y 1’]:

b) Sia € Ry n € Z°, encuentre una frmula para Ha‘ y l__[a"dJ
24. Use la notaci6n de producto para escribir lo signiente.

8) (12+1)(22+2)(F+3)(#+ (5 +5)

B) (1+x)(1+)(1+)1+x)1+57)

o (1+x)(1+2) 1+ + N1 +Y L +x)

d) (6)(24)(60)(120)
25. Demuestre que sin € Z*y » = 2, entonces f] (1 = t‘l’) =(n+1)/(2n).

26. ;Cuéndo tiene un entero positivo 7 exactamente
a) dos divisores positivos? b) tres divisores positivos?
©) cuatro divisores positivos? d) cinco divisores positivos?

27. Sean € Z*. Decimos que 1 s un entero perfecto si 2n s igual 2 1a suma de todos sus divisores
positivos. Por ejemplo, como 2(6) = 12=1 +2 + 3 + 6, se sigue que 6 es un entero perfecto.
a) Verifique que 28 y 496 son enteros perfectos.
b) Sim € Z*y2"— 1 es primo, demuestre que 2™ '(2™— 1) es un entero perfecto. [El resultado

de la parte (d) del ejercicio 1 de la secci6n 4.1 puede ser de utilidad.]

28. Se puede utilizar el principio del buen orden para dar otra demostracién del hecho de q'ue-ﬁ
es irracional. Supongamos que /2 es racional y consideremos el conjunto (distinto del vacio)
5 C Z" dado por § = {a|a+2 € Z°}. Utilice este conjunto § para obtener una contradiccién.

4.6
Resumen y repaso historico

Segiin el matemético prusiano Leopold Kronecker (1823-1891), “Dios cred los enteros, ¥
1o demés es obra del hombre. . . Todos los resultados de la investigacién matemitica mis
profunda deben poderse expresar en dltima instancia en la forma simple de propiedades de
los enteros”. En el espiritu de esta cita, vimos en este capitulo cémo la obra del Todopode-
roso ha sido desarrollada ampliamente por el hombre en los dltimos 24 siglos.

Si empezamos en el siglo cuarto [A.C.], enlos Elementos de Euclides no s6lo encontra-
mos la geometria que aprendimos en el bachillerato, sino también las ideas fund I
de 1a teorfa de niimeros. Las proposiciones 1 y 2 del libro VII de Euclides incluyen un
ejemplo de algoritmo para determinar el méximo comin divisor de dos enteros positivos
utilizando una técnica eficiente para resolver, en un niimero finite de pasos, un tipo espe-
cifico de problema.

El términoalgoritmo, como su predecesor algorism, era desconocido para Euclides. De
hecho, este término figurd en el vocabulario de la mayoria de la gente sélo a finales de
la década de 1950, cuando la revolucién de la computacién comenzd a tener efectos enla |
sociedad. La palabra viene del nombre del famoso matemtico, astrénomo y escritor de
libros de texto isldmico Abu Ja’far Mohammed ibn Miisé al-Khowérizmi (cerca de 780 -

L] 850). La dltima parte de su nombre, al-Khowdrizmi, que se traduce como “un hombre
de la cindad de Khowdrizm”, dio lugar al término algorism. La palabra digebra viene de
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al—jabr, que estéd contenida en el titulo del libro de texto de al-Khowiérizmi Kitab al-jabr
w'al muguabala. Traducido al latin durante el siglo trece, este libro tuvo un efecto profun-
do en los matemdticos de la época del renacimiento europeo.

Como lo mencionamos en la seccién 4.4, el uso que damos a la palabra algoritmo tiene
la connotacién de un método preciso, que se sigue paso a paso, para resolver un problema
en un nimero finito de pasos. La primera persona a quien se atribuye el mérito de haber
desarrollado ¢l concepto de un algoritmo de computador fue Augusta Ada Byron (1815—
1852), condesa de Lovelace. Hija dnica del famoso poeta Lord Byron y Annabel]a
Millbanke, Augusta Ada fue criada por su madre, quien estimuld sus talentos intel
Con una ensefianza en matematicas impartida por personajes de la talla de Augustus Dc
Morgan (1806-1871), continué sus estudios ayudando al talentoso matem4tico inglés
Charles Babbage (1792-1871) en el desarrollo del disefio de una de las primeras méquinas
de célculo, la “mdquina analftica”. Los apuntes més completos sobre esta mdquina se
encontraron en sus escritos, donde también puede encontrarse un gran talento literario y la
esencia de los algoritmos modernos para los computadores. En el capitulo 2 del libro de
S. Augarten [1] se pueden encontrar mds detalles acerca de la obra de Charles Babbage y
Augusta Ada Byron Lovelace.

En el siglo posterior a Euclides, encontramos algo de teoria de niimeros en la obra de
Erat6stenes. Sin embargo, fue cinco siglos después cuando Diofanto de Alejandria obtuvo
los primeros grandes logros en ests po. En su obra Arith , sus soluciones enteras
de ecuaciones lineales (y de orden superior) fueron como un faro matemético que guiaba
hacia la teoria de nimeros, hasta que el matemdtico francés Pierre de Fermat (1601-1663)
entré en escena.

El problema que presentamos en el teorema 4.8 fue investigado per Diofanto y analiza-
do posteriormente, durante el siglo vi, por los matemdticos de la India, pero sélo hasta la
década de 1860 fue resuelto completamente por Henry John Stephen Smith (1826-1883).

Si desea conocer més detalles acerca de la obra de éstos y otros matematicos que se han
dedicado al 4rea de la teoria de niimeros, consulte L. Dickson [4]. El capitulo 5 de I. Niven
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y H. Zuckerman [10] trata de las soluciones de las ecuaciones diofénticas y de sus aplica-
ciones.

En la obra Formulario Matematico, publicada en 1889, Giuseppe Peano (1858-1932)
formul6 el conjunto de los enteros no negativos con base en tres términos indefinidos:
cero, nimero y sucesor. Su formulacién es la siguiente:

a) Cero es un nimero.

b) Para cualquier nimero n, su sucesor es un nimero.

<) Ningiin ndmero tiene a Cero COmMO Su SUCESOL.

d) Si dos mimeros m, n tienen ¢l mismo sucesor, entonces m = n.

€) Si T es un conjunto de mimeros donde 0 € T, y donde el sucesor de nestdien T
siempre que n esté en T, entonces T es el conjunto de todos los mimeros.

En estos axiomas se ve la estrecha relacién entre el concepto de orden (sucesor), 1a técnica
de induccién matemdtica y la idea de mimero (es decir, los enteros no negativos). Peano
atribuy6 la formulacién a Richard Dedekind (1831-1916), quien fue el primero en desa-
rrollar estas ideas; sin embargo, estos axiomas se conocen en general como los “axiomas
de Peano”.

El primer europeo que aplicé el principio de induccién en las demostraciones matema-
ticas fue el cientifico veneciano Francesco Maurocylus (1491-1575), cuyo libro de arit-
mética, publicado en 1575, contenia dicho trabajo. En ¢l siglo siguiente, Pierre de Fermat
hizo algunas mejoras a la técnica de su obra mediante el “método de descenso infinito™.
Blaise Pascal (cerca de 1653), al demostrar resultados de combinatoria como C(n, k)/C
(mk+1)=(k+1)(n-k),0 =k = n-1, utilizé la induccidén y se refirié a esta técnica
como el trabajo de Maurocylus. El término actual induccidn matemdtica no fue utilizado
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hasta el siglo xrx, cuando apareci6 en la obra de Augustus De Morgan (1806-1871). En
1838, €1 describi el proceso con gran cuidado y le dio el nombre de induccidén matemdti-
ca. (Un interesante examen de este tema aparece en ¢l articulo de W. H. Bussey [2].)

El texto de B. K. Youse [13] ilustra miltiples y variadas aplicaciones del principio de
inducci6n matemética en 4lgebra, geometria y trigonometria. Si desea mds informacién
acerca de la pertinencia de este método de demostracién en los problemas de programa-
cién y el desarrollo de algoritmos, el texto de M. Wand [12] (particularmente e capitulo 2)
proporciona una base amplia y ejemplos.

Es posible encontrar més detalles acerca de la teorfa de nimeros en los textos de
G. Hardy y E. Wright [5], W.J. LeVeque [7, 8] ¢ L Niveny H. Zuckerman [10]. En un nivel
comparable al de este capitulo, el capitulo 3 de V. H. Larney [6] proporciona una agrada-
ble introduccién a este material. El texto de K. H. Rosen [11] integra aplicaciones en
criptografia y ciencias de la computacién en su desarrollo del tema. El articulo de M. 1.
Collison [3] examina la historia del teorema fundamental de la aritmética. Los articulos
que aparecen en [9] hacen un recuento de algunos desarrollos interesantes en la teoria de

nimeros.
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EJERCICIOS
COMPLEMENTARIOS

. Sean g, d enteros fijos. Determine una férmula para la
nadea+(a+d]+(a+2d)+---+(n+(n l)d) para
—Z‘Venﬁqmsu ltado

_En el siguiente segmento de programa en Pascal, las
iables n y sum son variables enteras. Después de ejecu-
se este segmento de programa, jcuél es el valor den im-
so por la proposicién Writeln?

: = 35
R o:o=0;
ile sum < 10,000 do
Begin
n:=n+7;
sum : = sum + n
End;
iteln ('El valor de n es ', n:0. '.');

Consideremos las siguientes seis ecuaciones.

1 1=1

2

3)

8 1-440-16=—(1+2+3+4)

5 1-4+9-16+25=1+2+3+4+5
6 1-4+9-16+25-36=—(1+2+3+4+5+6)

njeture la férmula general sugerida por estas seis
aciones y demuestre su conjetura.

Para n € Z¢, e lo sigui por ind:
remética:
8 5|(n*-n) b) 6| (n*+ 5n)

Para todo n € Z", sea S(x) la proposici6n abierta: n®+
41 es primo.
a) Verifique que 5(n) es verdaderaparatodo L = n =< 9.
b) SiS(k) es verdadera, ;implica esto que S(k + ) es
verdadera para todo k € Z*7

Para n € Z*, defina la suma 5, mediante la férmula
123

Sa=—t Tt =4t
21 3t 4 n!

(11—1)+ n
(n+1)°

a) Verifique que s, = %,12= i
b) Calcules, s,y s,
¢) Con base en los resultados de las partes (a) y (b),
4 conjeture una férmula general para la suma de los
términos de s,

y,r]:;.

d) Verifigue la conjetura de la parte (c) p:rnodon:
Z+ mediante el principio de induccién matem
7. Paran € Z*, use lainduccién matemética para
que

&, _n(r+1)(2r +1)(3n*+3n—1)
Zi= :
=1 30
8. Sean € Z*, nimpar y no divisible entre 5.
queexmeunapotencmdencuyacnﬁadelasmdzdmcs 3

9. Para cualquier n € Z, n = 0, demuestre que
a) 2% 1 es divisible entre 3.
b) rr3+ (n+ 1¥+ (n+ 2)* es divisible entre 9.
1ln
5] —+—+
3 21
10. Ven.ﬁqmqse para cualquier n € Z*, tal que sen 8 #0,
entonces

€S un entero.

2
~+sen(2:x—1)9=ﬂ.
sen @

senB+sen30+sen 56 + - -

1

5 SinEZ‘yn‘z2,de:ﬁuesueque2"<{z.‘)<4'.

12. Sin € Z, demuestre que 57 divide a 72+ 8%,

13. Para cualquier n € Z*, muestre que
a) sin = 64, entonces n puede escribirse como una
suma de miltiplos de 5, de 17 o de ambos.
b) sin = 108, entonces n puede expresarse como una
suma de nimeros 10y 13.

R

14. Sin € Z-, demuestre que ZL—E( 1)"1( )
=1
15. Dadon € Z*escribamos r =1, +7, - 10 4+7,- 107+ -+
r,-10%donde 0 < <9paral <i<n-1lyO<z <9
a) Demuestreque9|rsiystlosi9|(r,+r, +---+
T ).
b) Demuestreque3|rsiysélosi3|(r,+r, +---+
AT
SU—I37436¢£25 donde x es un solo digito, de-
termine el valor o valores de x de modo que 3|z
£ Qué valores de x hacen a ¢ divisible entre 97

16. Francisco gasta $6.20 en dulces para darlos como pre-
'mio en un concurso. Si una caja de 10 onzas de estos dulces
cuesta $0.50 y una caja de 3 onzas cuesta $0.20, ;cuéntas
cajas compr6 de cada tamafio?

17. a) ;Cufntos enteros positivos podemos expresar como
un producto de nueve primos (se permiten repeti-
ciones y no importa el orden), si los primos pue-
den elegirse del conjunto {2, 3,5, 7, 11}?

b) ;Cuéntos de los enteros positivos de la parte (a)
tienen al menos una ocurrencia de cada uno de los
cinco primos?

C

<
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" ¢) (Cudntos de los resultados de la parte (a) son
divisibles entre 47 ;Cuéntos de los resultados de la
parte (b)?

. Seana, b, c,d mn,5,t EZ*conad—bc=1,s=am+

yi=cm+dn.

- a) Determine m, nen términos de s, &

. b) Demuestre que med(s, £) = med(m, 7).

a) Diez estudiantes entran a unos vestuarios que con-
tienen 10 gavetas. El primer estudiante abre todas
las gavetas. El segundo estudiante cambia el esta-
do (de cerrado a abierto o viceversa) de cada gave-
ta en forma alternada, a partir de la segunda gave-
ta. El tercer estudiante cambia entonces el estado
de cada tercera gaveta, a partir de la tercera. En
general, para 1< k =< 10, el k-ésimo estudiante
cambia el estado de cada k gavetas, a partir de la
k-ésima. Después de que el décimo estudiante ha
pasado por todas las gavetas, ;jcudles de ellas con-
tinian abiertas?

b) Responda la parte (a) si reemplazamos 10 porn €
Znz2.

). Sead={a,a,a, a,.a,} CZ*. Demuestre que A con-

ene un subconjunto no vacio S tal que la suma de los ele-

de S es un miiltiplo de 5. (Es posible tener una suma
conste solamente de un sumando.)

21. Evalie las siguientes cantidades.

3 4 4 i 3 i
all Ei) b)Z(‘{[(HZ)) c)ﬂ(l:ii)
J=1 \i=1 =1 \i=1 =1 1
22. ;Cuédndo tiene un entero positivo n exactamente 13 di-
visores positivos?
23. Consideremos el conjunto {1, 2, 3}. En este caso, pode-
mos escribir {1,2,3}={1,2} U {3}, donde 1 + 2=3. Para
el conjunto {1, 2, 3, 4}, tenemos que {1,2,3,4} = {1,4} U
{2,3}. donde 1 +4=2+ 3. Sin embargo, las cosas cambian
cuando analizamos el conjunto {1,2,3,4,5}. S1CC {1,2,
3,4, 5} y 5. denota la suma de los elementos de C, vemos
que no hay forma de escribir {1,2,3,4,5} =AU BconA N
B=f@ys,=s,
a) Para cudles » € Z*, n = 3, podemos escribir
{1.2,3,...,n}=AUB,conANB=@ys,=5,?
{(Como antes, 5, ¥ s, denotan las sumas de los ele-
mentos de A y B, respectivamente.)
b) Sean € Z*, n = 3. Si podemos escribir {1, 2, 3,
..,n}=AUB,conANB=@ys,=s, describa
cuéntos de estos conjuntos A y B podemos deter-
minar.






S

Relaciones
y funciones

n este capitulo extend 1a teorfa de conji del capitulo 3 para incluir los con-
ceptos de relacién y funcién. Las funciones intervienen en el dlgebra, la trigonometriay
¢l calculo. Aqui, sin embargo, estudiaremos las funciones desde el punto de vista de la
teorfa de conjuntos (incluyendo las funciones finitas), y presentaremos algunas ideas nue-
vas que deber4n tenerse en cuenta en el estudio de este tema. Ademds, examinaremos el
concepto de complejidad de una funcién y su papel en ¢l estudio del an4lisis de algoritmos.
Tomaremos una ruta a lo largo de la cual encx >s las resp! de los sig
seis problemas (muy relacionados entre si).

1) ElDepartamento de Defensa tiene siete contratos distintos relacionados con un pro-

2)

3)

4

=

yecto de alta seguridad. Cuatro empresas pueden fabricar las distintas piezas a que
se refiere cada contrato; para maximizar la seguridad de todo el proyecto, es mejor
que cada una de las cuatro empresas se dedique a una picza. ;De cudntas maneras
pueden asignarse los contratos para que todas las empresas participen?

{En cudntas secuencias cuaternarias (0, 1, 2, 3) de siete digitos hay al menos una
ocurrencia de cada uno de los digitos 0, 1, 2,y 3?

Una matriz m X n cero—uno ¢s una matriz A con m filas y n columnas, tal que en la
filai, paratodo 1 <i =< m,y enlacolumnaj, paratodo 1 <j = n, laentrada a; que
aparece es 0 o 1. ;Cuéntas matrices cero-uno de 7 X 4 tienen exactamente un len
cada fila y 2l menos un 1 en cada columna? (La matriz cero—-uno es una estructura
de datos que se origina en ciencias de la computacién. Aprenderemos més acerca de
ella en capitulos posteriores.)

Siete personas (no relacionadas entre si) llegan a la recepcién de un edificio que
tiene cuatro pisos més, y entran en el ascensor. ;Cudl es la probabilidad de que el
ascensor se detenga en cada piso para dejar a los pasajeros?

5) Para los enteros positivos m, n con m < n, demuestre que

S, )Je-rr-o

6) Para cada entero positivo n, verifique que

nl= é(—l)‘(n 2 k)(n —Ry.

245
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Capitulo 5 Relaciones y funciones

Productos cartesianos
y relaciones

¢Nota la relacién entre los primeros cuatro problemas? Los primeros tres son el
problema pero en diferentes contextos. Sin embargo. no queda tan claro que los dltime
dos problemas se relacionen o que exista alguna conexién entre ellos ¥ los primeros cuz
tro. No obtante, estas identidades se establecerdn mediante las mismas técnicas de
que desarrollaremos para resolver los primeros cuatro problemas.

5.1

Definicién 5.1

Para los conjuntos A, B C 9, el producto cartesiano, de A v B se denota con A x B y e
iguala {(g, b) |a €A, b EB).

Decimos que los elementos de A4 % B son pares ordenadops. Para (a, b), (¢, d) € AxB,
tenemos que (@, b) = (¢, d) siy sélosia=cyb=d.

SiA, B son finitos, se sigue de la regla del producto que | Ax B | =|A]-| B Aungee
generalmente no ocurre que A X B= B x A, tendremos que |[AxB| = [BxA |- Ast
mismo, aunque A, B € 9L, no es necesario que A x B C 9L, por lo que a diferencia de la
unién y la interseccidn, #(% ) no necesariamente es cerrado en esta operacién binaria.

Podemos extender la definicién del producto cartesiano para més de dos conjuntos. Si
nE€EZL . n23yA;, A, ..., A €A, entonces ¢l producto (de orden n) de A,, Ay, ..., A, se
denota con A; X A, X --- X A, yesigual a {(a, @y ....a) fa,E A l=i=n}t Ales
elementos de A X A, X - - -X A, se les llama n—uplas ordenadas, aunque generalmente usemos
el término rerna en lugar de 3-upla. Como en el caso de los pares ordenados, si (ay, @, - - ., @)
(B, by, ... B) EA XA, X - % A, entonces (ay, @, . ... @)= (by, b, . . . , b,)siy s6losi
a;=b,paratodol <i<n.

Sean A ={1,2,3,...,7, A =12,3,4}, B={4,5}. Entonces

8) A xB={(2,4),(2,5).(3.4),(3.5).(4,4), (4,5}

b) B xA={(4,2),(4,3),(4,4),(5.2).(5,3).(5,4)}.

©) B=BxB={(4,4),(4,5),(5,4),(55)

d) B°=BxBxB={(a,b,d)|ab,cEB}; por cjemplo, (4,5,5) € B3,

7 Cuando utilicemos el producto cartesiano de tres o més conjuntos, debemos tener cuidado con la fala de
asociatividad. En cl caso de tres conjuntos, por ejemplo, hay una diferencia entre cualesquiera dos de los
cOonjuntos A, X As X As, (A, X A2) X A; ¥ 4, X (4s % As) ya que sus respectivos elementos son temas ordenadas
(@i, @, ay) y los pares ordenados diferentes ((a.. as). a5} ¥ (a,. (g2, a@s)). Aungue tales diferencias son importan-
tes en ciertas situaci agui no nos enellasy sicmpre la forma sin paréniesis A,
X A> x A;. También convendremos esto al tratar con el producto cartesiano de cuatro o més elementos.
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si AL =R, Rx R={(x) | x y € R} se reconoce como el plano real de la geometria con
coordenadas y del cdlculo de dos dimensiones. El subconjunto R*x R* es el interior del
primer cuadrante de este plano. De 1a misma forma, R® rep ¢l espacio tridi ional
euclideo, donde el interior tridimensional de cualquier esfera (de radio positivo), los pla-
nos de dos dimensiones y las lineas de una dimensién son subconjuntos de importancia.

Se realiza un experimento % de la siguiente manera: Se tira un solo dado y se anota el
resultado; después se lanza una moneda al aire y se anota el resultado. Determinaremos un
espacio muestral & para %.

Sea %, la primera parte del experimento %, ysea Fy = {1.2,3, 4,5, 6} un espacio
muestral para ;. Asimismo, sea . = {cara, cruz} un espacio muestral para %, lasegun-
da parte del experimento. Entonces P = P, x S, es un espacio muestral para €.

Este espacio muestral puede representarse graficamente con un diagrama de drbol que
presenta todos los resultados posibles del experimento €. En la figura 5.1 tenemos tal
diagrama de 4rbol, que procede de izquierda a derecha. Desde el punto del extremo iz-
quierdo, seis ramas originan los seis resultados de la primera etapa del experimento €.
Para cada uno de los puntos, numerados como 1.2,...,6, dos ramas indican los resulta-
dos subsecuentes del lanzamiento de la moneda. Los doce pares ordenados que se obser-
van en los extremos de la derecha constituyen el espacio muestral o

(1, Cara)

(2. Cruz)

1<
. Gara)
2'<:

(2, Cara)
(3, Cruz)

3 ~<:
(3. Cruz)
(4, Cara)
4 <
(4, Cruz)
(5, Cara)
5
6 <

{5, Cruz)
(6. Cara}

(6, Cruz)  Figura 5.1

Ademis de su estrecha relacién con los productos cartesianos, los diagramas de &rbol
también aparecen en otras situaciones.
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En el campeonato de tenis de Wimbledon, las mujeres juegan como méximo tres selsenm
encuentro. La ganadora es la primera que gana dos sets. Si denotamos con Ny Ea
jugadoras, el diagrama de drbol de 1a figura 5.2 indica las seis formas en que puede
este encuentro. Por ejemplo, el segmento de linea con un asterisco (arista) indica que
jugadora E gané el primer set. La arista con doble asterisco indica que N ha ganado
juego al ganar el primer y el tercer set.

(&) N< %N
-<’|<
|

Primer conjunte Segundo Tercer conjunto
conjunto {en caso necesario)

Figura 5.2

Los diagramas de 4rbol son ejemplos de una estructura general llamada drbol. Los
arboles y los grafos son estructuras importantes que aparecen en la ciencia de la computa-
cién y la teoria de optimizacidn, que analizaremos en capitulos posteriores.

‘Volvamos al producto cartesiano de dos conjuntos para ver que los subconjuntos de
esta estructura son de gran interés.

Definicién 5.2 Para los conjuntos A, B C 9, cualquier subconjunto A X B es una relacién de A en B.
Cualquier subconjunto de A X A es una relacion binaria en A.

Con A, B, @l como en el ejemplo 5.1, las siguientes son relaciones de A en B.

a) 0 b) {(2.4)}
o {(2,4),(2,5} d) {(2,4).(3.4),(4,4)}
€ {(2,4).(3,9).(4.5)} f) AXB

Como |A x B| =6, se sigue de la definicidn 5.2 que existen 2° posibles relaciones de A
enB.
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En general, para conjuntos finitos A, B con | A | =m y | B | = n, existen 2™ relaciones
de A en B, incluyendo Ja relacion vacia y la propia relacion A x B.

También existen 2°"( = 2™) relaciones de B en A, una de las cuales es también 6 y
otra es B X A. La razén por la que obtenemos el mismo némero de relaciones de BenA
que de relaciones de A ¢n B es que cualquier relacién 3 de Ben A puede obtenerse a
partir de una dnica relacién &, de A en B, invirtiendo simplemente las componentes de
cada par ordenado en ;.

SeaB={1,2} CN,W = P(B)yA="U=1{8, {1}, {2}, {1, 2}}. El siguiente es un ejemplo
de una relacidn binariaen A: 3 = {(8, ), (8, {1}, (8, {2, (4. {1, 2], ({1}, {1}, ({1},
{1,21), ({2}, (21, (2], (1.2, ({ L. 2}, {1, 2])}. Podemos decir que la relacién R es la
relacicn inclusién, donde (C, D) € RsiysdlosiC. DC By CCD.

ConA =9Il =Z*, podemos definir una relacién binariad en el conjuntoA como {x ¥y ! x
< y}. Esta es la conocida relacién “es menor o igual que” para el conjunto de enteros
positivos. Puede representarse gréficamente como el conjunto de puntos, con componen-
tes enteras positivas, localizadas en o arriba de la lineay =x en el plano enclideo, como
se muestra parcialmente en la figura 5.3. Aqui no podemos enumerar la relacién completa
como lo hicimos en el ejemplo 5.6, pero notamos, por ejemplo, que (7, 7), (7, 11) € &,
pero (3, 2) € . El hecho de que (7,11) € % 1ambién puede ser denotado con 7 2 11;
(8, 2) & % se expresa como 8 A 2. En este caso, TR 11 y 8 R 2 son ejemplos de la
notacién infija para una relacién.

Figura 5.3

Nuestro tltimo ejemplo nos ayudaré a revisar la idea de un conjunto definido en forma
recursiva.

Sea R el subconjunto de N x N donde & = {(m, n) | n = 7m}. En consecuencia, entre los
pares ordenados en 2 se encuentran (0, 0), (1, 7), (11, 77)y (15, 105). Esta relacién R en
N también puede representarse en forma recursiva como

1) 0O ERY
2) Si(s, 1) € R, entonces (s + 1,1+ T) ER.

+También se conoce como “pland euclidianc”. (N. del E.)
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Usamos la definicién recursiva para mostrar que ¢l par ordenado (3, 21) (de N x N) estfen.
. Nuestra forma de obtenerlo es la siguiente: Por la parte (1) de la definici6n recursiva
partimos de (0, 0) € . Entonces la parte (2) de la definici6n nos da

D (0,0ER>(0+1,0+7)=(L,NER;
i) (1,DERS(A+1L,7+T)=(2,14)ER; y.
iif) (2,1)ERD2+1,14+7)=3,21)ER.

Cerraremos esta seccién con algunas observaciones finales.

1) Para cualquier conjunto A C WU, Ax = @. (SiAx 6+, sea(a b) EAx L
Entoncesa € Ay b € §. {Imposible!). De Ia misma forma, § x A = 8.

2) El producto cartesiano y las operaciones binarias de uni6n e interseccién estén relz-
cionadas como se muestra en el siguiente teorema.

TEOREMA 5.1

Para cualesquiera conjuntos 4, B, C € O:

a) AX(BNC)=(AXB)N(AXC)
b) AX(BUC)=(AXB)U(4 xC)
¢ (ANB)XC=(AXxC)N(BXC)
d) (AUB)XC=(AXC)U(BxXC)

Demostracién: Demostraremos el teorema 5.1 (2) y dejaremos las demds partes al lector.
Usaremos el mismo concepto de igualdad de conjuntos (como en la definicién 3.2 dela
secci6n 3.1), aunque en este caso los el s son pares ordenados. Parag, b €U, (g, b)
EAX(BNC)=aEAYPEBNCeaEAYbDEB CaEAbLEB ya€Ab
EC=(ab)EAXBya b EAXCo (@b EMAXBNAXC).

EJERCICIOS 5.1

1. SiU=N,A=(1.2.3,4},B={2,5} yC={3,4,7}, determine Ax B; Bx A; AU (BXC)
AUBXCAXC)U (BxC).
2. Si%L={1,2.3.4,5},A4=(1,2 3}y B={24 5}, dé cjemplos de
a) tres relaciones no vacias de Aen B.
b) tres relaciones binarias no vacias en A.
3. SeaA={1,2,4,8,16} yB={(1,2,3,4,5.6,7}. 81 (2-x,5), (4, y- 2) EA % B, jsc cumple
que (2-x,5)=@4,y-2)7
4. SeaA,={0,1.2.3,4}.4,=(1.3,7.12},A4,=1{0,1,2,4,8, 16,32} yA.= {-3,-2,-1,0.1,2,3}.
a) Sea,; C A X A;x As% A, donde Ry = {(w, x, ¥ 7) | wxyz=0}. ;Cusntas 4-uplas ordenadas
(o cuaternas) hay en una relacién cuaternaria R,?
b) SiR, T A, X A X A;x A, es la relacién cuaternaria donde (g, b, ¢, d) € R, si (y sblo si) ab
od <0, jcudnto vale | &, |?
5. Para A, B, W como en el ejercicio 2, determine lo siguiente:(a) | A x B [; (b) el niimero de
relaciones de A en B; (c) el niimero de relaciones binarias en A; (d) ¢l ndmero de relaciones
de A en B que contienen (1, 2) y (1, 5); (¢) el nimero de relaciones de A en B que contienen
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exactamente cinco pares ordenados; y (f) el nimero de relaciones ‘binarias en A que contienen
al menos siete elementos.

6. ;Para cudles conjuntos A, B C W &5 verdadero que A X B=B x A?

7. Para un universo dado AL, sean A, B, €, D subconjuntos no vacios de .

2) Demuestre que AXB C CxDsiyslosiACCyBLD.
b) ;Qué le sucede al resuliado en la parte (a) si cualquiera de los conjuntos 4, B, C, D es
vacio?

8. La final masculina en Wimbledon es ganada por el primer jugador que gane tres de cinco sets
en un juego. Si C y M denotan a los jugadores, dibuje un diagrama de #rbol que muestre todas
los formas posibles en que se puede decidir el juego.

9. Si%l = R. haga un esquema de Ia relacién {(x, y) | £+’ =4}. ;Quésucede si U es R*?

10. Se sacan algunos microcircuitos 16gicos de un contenedor, se prueban individualmente y se
etiquetan como defectuosos o buenos. El proceso de prueba continda hasta que se encuentran
dos defectuosos o hasta haber probado cinco microcircuitos en total. Utilice un diagrama de
4rbol y presente un espacio muestral para este proceso.

11. Complete la demostracion del teorema 5.1.

12. Un rumor se difunde como sigue. El que lo origina llama a dos personas por teléfono. Cada
una de estas personas telefonea a tres amigos, cada uno de los cuales a su vez llama a otros
cinco mis. Si nadie recibe més de una llamada y nadic llama al que lo origind, jcudntas perso-
nas conocen ahora el rumor? (Cuéntas llamadas telefdnicas fueron hechas?

13. ParaA, B, C C O, demuestre que AX (B-C) = (Ax B) - (Ax C).

14. Sean A, B conjuntos con | B | = 3. Si existen 4096 relaciones de A en B, jcudnto vale |42

15. Sea® C N x N donde (m, n) € R si(ysélosin=5m+2.

a) Dé una definicién recursiva para R.
b) Utilice la definici6n recursiva de la parie (2) para mostrar que “4.22) ER.

16. a) Déuna definicién recursiva parz la relacién R © Z*x Z° donde (m, n) € Asi(ysblosiymzn.
b) En la definicién de la parte (a), verifique que (5, 2)y (4, 4) estinen R.

5.2

Funciones: en general
e inyectivas

En esta seccin nos Concentraremos en un tipo especial de relacién llamada funcid. Uno
encuentra muchas funciones en ¢l medio matemdtico y en el de las ciencias de la compu-
taci6n. Sin embargo, como en el caso de las relaciones, no hay razén para temer; no las
estamos abandonando, sino que reaparecerdn en ¢l capitulo 7, donde las examinaremos
con mds cuidado.

Definicion 5.3

Para los conjuntos no vacios A, B, unajfuncidn, o aplicacion. f de A en B, que se denota con
F:A— B, cs unarelacién de A en Ben la que cada elemento de A aparece exactamente una
vez como la primera componente de un par ordenado en la relacién.

Con frecuencia escribimos f(a) = b cuando (a. b) es un par ordenado en la funcién £ Si
(a, b) E 1. b se conoce como la imagen de @ mediante f, mientras que @ es una preimagen
de b. Ademds, la definici6n sugiers que f es un método para asociar a cada a € A una
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dnica b € B; denotamos este proceso con f (@) = b. En consecuenciz, (g, b), (a, ¢ €]
implicab=c.

SiA=1{1,2,3} yB={wxx z}.f={(1,w), (2,%), (3, %)} es una funcién, y en consecues-
cia una relacién, de A en B. R, = {(L, w), (2, )} y R, = {(1, w). (2, w). (2, x}, 3, D} son.
relaciones, pero no funciones, de A en B. (¢ Por qué?)

Definicion 5.4 Para la funciénf: A — B, A es el dominio de f'y B es el codominio de f. El subconjunto dz
B formado por aquellos elementos que aparecen como segundas componentes de los pares
ordenados de f se conoce como la imagen de f'y se denota también como f(A) ya queesel
conjunto de imdgenes (de los elementos de A) mediante f.

En ¢l ejemplo 5.9, el dominio de fes {1, 2, 3}, ¢l codominio de fes {w, x, ¥, 2z} yla
imagen de fes f(4) = {w, x}.

Una representacién gréfica de estas ideas aparecen en la figura 5.4. Este diagrama su-
giere que a puede verse como una enirade que ¢s transformada por fen la salida corres-
pondiente, f(a). En este contexto, puede pensarse en un compilador de FORTRAN como
una funci6n que transforma un programa fuente (la entrada) en su correspondiente progra-
ma objeto (la salida).

Figura 5.4

En las ciencias de la computacién aparecen muchas funciones interesantes.

a) Una de las funciones que aparece en el estudio de las estructuras de datos y el
anilisis de algoritmos es 1a funcién parte entera, o funcién suelo. Esta funcioénf:
R — Z estd dada por

f(x) = |x] = el mayor entero menor o igual que x.

S En consecuencia, f(x) = x, six € Z; y six € R—Z, f(x) es el entero inmediato a la
izquierda de x en la recta numérica real.
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Para esta funci6n tenemos que
1) [3.8]=3, [3]=3, |-3.8]=-4, [-3]=-3;
2) |7.1+8.2]=[153]=15=7+8=|7.1] +[82}; v,
3) |7.7+84]=[16.1]=16+#15=7+8=|7.7] +|8.4].
En ¢l lenguaje de programacién BASIC, esta funcién se implanta mediante la fun-
cién predefinida INT. Con esta funcién vemos que

INT(5.1)=5=INT(5) y INT(-7.8)=—-8=INT(-8).

b) Una segunda funcion, relacionada con la funci6n suelo de la parte (a) y que cumple
un papel en ¢l estudio de las ciencias de la computacién es la funcidn techo. Esta
funcion g: R — Z estd definida por

g (x) = [x] = el menor entero mayor o igual que x.
Asi, g(x)=x cuando x € Z, pero cuandox € R - Z, g(x) es el entero inmediato ala
derecha de x en la recta numérica real. Al usar la funcién techo encontramos que
1) [31=3, [3.01]=[3.7]1=4=[4];
2) [-31=-3, [-3.01]=[-3.7]1=-3;
3) [3.6+4.5]1=[8.1]1=9=4+5=[3.6]+[4.5]; ».
4) [3.3+4.2]=[751=8+9=4+5=[33]+[4.2].

c) La funcién trunc (de truncar) aparece én Pascal y es una funcién de valores enteros
definida en R. Esta funci6n elimina la parte fraccionaria de un ndmero real. Por
ejemplo, trunc(3.78) = 3, trunc (5) = 5, trunc (-7.22) = 7.

d) Al guardar una matriz en una tabla unidimensional, muchos lenguajes de programa-
cién lo hacen por filas, con el método de la fila principal. En este caso, si A = (@j)axa
es una matriz n X , la primera fila de A se guardaen los lugares 1,2,3,...,ndela
tabla si comenzamos con a;, en el lugar 1.

P Y N T N

12--nnr+ln+2-2n2n+l---(i-Dnt+j--- (m—Dn+n(=nd)

El elementoa;, se encuentra entonces en la posiciénr + 1, mientras que el a;, ocupa
1a posicién 2n + 4 en la tabla. A fin de determinar el lugar de cualquier elemento a;
de A, donde [ < i, j < n, se define la funcidn de acceso f de los elementos de A en
las posiciones 1,2, 3, . . ., »* de la tabla. Una férmula para la funcién de acceso es

flay=(i-Dn+j.

Podemos utilizar las funciones de suelo y techo de las partes (a) y (b), respectivamente, del
ejemplo 5.10 para formular de nuevo algunas de las ideas que examinamos en el capitulo 4.

a) Al esmudiar el algoritmo de la divisién, aprendimos que para cualesquieraa, b € Z,
con b > 0, fue posible encontrar g, r € Z tinicos talesque a=gb + ry0 = r<b.
Ahora podemos afiadir que g = |a/b] yr=a— |a/b] b.
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b) En el ejemplo 4.41 encontramos que el entero positivo
29,338,848,000 = 2°3°5°7°11

e [ [ S e

sores positivos que son cuadrados perfectos. También tiene 24 = (3H2H2H2X

,'(8+1)" [(5+1)'| "(3+1}‘| I'(3+l)'| |'G+I)'I o =
= _3 T = 3 P 3 3_ divisores pOSID.VDG que son

bos perfectos. En general, si n € Z* con n> 1, sabemos que podemos escribir

n=pips. pd

donde k € Z*, p; es primo paratodo 1 < i < k, p, # p; para todo 1 Si<jsky
€ Z* para todo 1 < i < k. Esto se debe al teorema fundamental de la aritmétic
Entonces si r € Z*, vemos que el niimero de divisores positivos de n que son

+1
cias r-ésimas perfectas esH,—t..F'r ] Cuando r = 1 obtenemos ] * [, +1] =

TI%:(e +1) que es el nimero de divisores positivos de 7.

En la secci6n 4.2 presentamos el concepto de sucesi6n junto con nuestro andlisis de las
definiciones recursivas. Nos daremos cuenta ahora de que una sucesién de nimeros reales
T+ Iy Iy . . . puede pensarse como una funciénf: Z* — R donde f(n) =r,paratodon €Z"
De la misma forma, una sucesién de enterosa,, 4, a,, . . . puede definirse por medio de uma
funciéng :N— Z donde g(n) = @, para todo n € N.

En el ejemplo 5.9, existen 22 = 4096 relaciones de A en B. Hemos examinado una
funcién entre todas estas relaciones; ahora queremos contar el ndmero total de funciones
deAenB.

Por lo tanto para 4, B del ejemplo 5.9, existen 4°= | B |I4! =64 funciones de A en B, y
3*= | A |12 =81 funciones de B en A. En general, no esperamos que | A |12 seaiguala
| B|141. A diferencia de 12 situacién para el caso de las relaciones, no siempre podemos.
obtener una funcién de B en A intercambiando simplemente los componentes de los pares
ordenados de una funcién de A en B.
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Ahora que tenemos el concepto de funcién como un tipo especial de relacién, centrare-
mos nuestra atencién en un tipo especial de funcién.

Una funci6n f: A — B se denomina une a uno, o inyectiva, si cada elemento de B aparece
como méximo una vez como la imagen de un elemento de A.

Sif:A—» B esunoauno, cond, Bfinito, debemos tenerque | A | =< | B |- Para conjuntos
arbitrarios A, B, sif: A — B es uno a uno, entonces para a;, 4; € A, f(a) =f(a:) = a1=a..

Consideremos la funcién f: R — R tal que f(x) = 3x + 7 para todo x € R. Entonces para
cualesquicra x,, x, € R, tenemos que

fx)=Ff)=>3x+T7=3:+723=302x=x,

por lo que la funcién dada fes uno a uno.
Por otro lado, supongamos que g : R — R es 1a funcién definida como g(x) = x*—x para
cada nimero real x. Entonces

2(0)=(0)-0=0 Y g)=(1)F-1)=1-1=0.

En consecuencia, g no es uno a uno, ya que g(0) = g(1) pero 0# 1, es decir, g noes uno a
uno ya que existen nimeros reales x;, x, tales que g(x;) = g(x:) Hxn=x.

Sean 4 = (1,2, 3) y B={1.2,3, 4, 5}. La funcién
F=11.1),(2,3), 6.9
es una funcién uno a uno de A en B;

g={1,1),(2,3).(G.3)}
es una funcién de A en B, pero no es uno a uno, ya que g(2) = g(3) pero 2 # 3.

ParaA, B como en ¢l ejemplo 5.14 existen 2** relaciones de A en B y 5° de éstas son funcio-
nes de A en B. Queremos saber ahora el niimero de funciones f: A — B que son inyectivas
0 uno a uno. De nuevo argumentaremos para el caso de conjuntos finitos generales.
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En consecuencia, para A, B como los del ejemplo 5.14, existen 5 - 4 - 3 = 60 funciones
inyectivas f: A — B.

Definicién 5.6

Sif:A—ByA C A, entonces
flA) = {b €B|b =f(a), paraclgtn a € A},

y f(A;) se conoce como la imagen de A, mediante f.

ParaA=1{1,2,3,4,5} y B=[w x 3 z},seaf: A — Bdadaporf={(1, w), (2, %), 3.x). (4,7).
(5. ¥)}- Entonces para A = {l},A2= {1, 2}_A3= {1,2,3},A,=1{2, 3}y A= {2.3,4,5).
encontramos las siguientes imdgenes mediante f2

fA)={f@lacA}={f(a)le {1t} ={fla)|a =1} ={f(}={w}h
fla)={f(@la€A}={f(@)|a{l,2}={f(a)|la=102)} = {f(1).f(2)} = {w.x}
FlA) ={f(1), f2), f3)} ={w.x}, ¥ f(As)=f(A2) yaque f(2)=x=F(3);
fA)={xh y.

f4s) =1y}

a) Sea g: R — R dada por g(x) = x*. Entonces g(R) = imagen de g = [0, + ==). La
imagen de Z mediante g es g(Z)={0,1,4,9,16.... } y paraA =[-2, 1] obtenemos
8(4)=10,41

b) Seah:ZxZ — Z definida como h(x, ¥) = 2x + 3y. En este caso, ¢l dominio de kes
ZxZ (noZ),y el codominio es Z. Vemos, por ejemplo, que A0, 0) = 2(0) + 3(0) =0,
h(1,3)=2(1)+3(3) =11, y k(=3, 7) = 2(=3) + 3(7) = 15. Ademds, h(2, -1) = 2(2) +
3(-1)=1,yparacadan € Z, h(2n, —n) = 2(2n) + 3(—n) = 4n - 3n = n. En conse-
cuencia, M(Z xZ)=imagende h=Z. ParaA,= {(0,n) | nEZ }={0}xZ* CZxZ,
la imagen de A; mediante kes h(4,)={3,6,9,...]={3n ] nE ).

TEOREMA 5.2

Seaf:A—BconA, A, C A Entonces

a) flA;UA)=flA) Uf(4,). b) f(A;NA:) CHA)NF(A).
) f(A;NA)=f(A)Nf(Az) cuandofes inyectiva.

Demostracion: Demostraremos (b) y dejaremos las demds partes al lector.

Para cualquierb € B, b € f(A, N A;) => b=f(a) paraalgina € A, N A; = (b= f(a) para
alging €A,y (b=f(a) paraalging € A) = b € f{A,) y b € fiA:) = b € f(4) Nf(AD),
por Io que f(A; M 42) € f(A) N F(Ay).
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Sif:A—ByA CA, entoncesf|,:A, = Bes larestriccionde faA,, donde f| Jay=fla)
paratodoa E A ¥

SeaA‘Eﬂyf:Al—)-B. Sig:A— By gla)=Jfla) paratode @ € A, entonces g €5 una
extensién de fa A.

ParaA={1,2,3,4,5}.seaf:A—> R definida como f= {(1, 10), (2, 13). (3, 16), (4, 19),
(5,22)}. Seag: Q = Rral queg(g) = 3g+7 paratodog € Q. Por iltimo, seak: R >Rl
que h(r)=3r+7 para todo r € R. Entonces

i) g esunaexiension def(deA)aQ;

ii) fes larestriccién de g (de Q)aA;
iii) h es una extension de f(de A)aR;
iv) fes la restricci6n de h (de R)aAd;

v) hesuna exiensién de g deQyaRyy
vi) g es la restriccibn deh(deR)a Q.

={w v z}.Sean f: A — B, g:A,—~Blas
la figura 5.5. Entonces g =, yfesuna
la funcién dada g: A, — B, existen cinco

SeanA={wxyzLB={1,2345y4
funciones representadas por los diagramas de
extensién de g de A, a A. Observemos que para
formas de extender g de A, 2 A.

f:A—8 g.A—E
] /
w/ w
.2 -
X\..

3 .
% ¥
4 4
z r4
5 5 Figura 5.5

1

2

3
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EJERCICIOS 5.2

10. Determine todos 10s x € R tales que |x]| + [x+1] = [2¢].
11. a) Encuentre todos los niimeros reales x tales que [2x] =2[x].

12. Para n, k € Z*, demuestre que [nk] =L(-r= - l)lk_‘ +1.
13. a) Seaa € R*, donde a > 1. Demuestre que () ['a1/al =1 y que (i) [Lal/al=1.

14. Seana, @, as, . . . la sucesion de enteros definida en forma recursiva como

1. Determine si cada una de las siguientes relaciones es una funcién. Si una relacién esm
funcién, determine su imagen.
a) {(xy) |xyE€Zy=x"+T), unarelaciénde Zen Z.
b) {(x.3) | x y €R,)*=x}, unarelacién de Ren R.
¢ {(x|xy€ER,y=3x+1), unarelacinde Ren R.
d) {(x ¥ |x y€EQ.2+y'=1},unarelacién de Qen Q.
€) Resunarelacibnde Aen Bralque |A|=5,|B|=6]y|R]|=6.
¢ Define la regla f(x) = 1/(x*— 2) una funcién f: R — R? ;Una funciénf: Z — R?
Sean A={1,2, 3,4} y B = {x y z}. (a) Enumere cinco funciones de A en B. (b) g
funciones f: A — B existen? (c) ;Cudntas funciones f: A — B son uno a uno? (d) ; Cnéntas
ciones g: B — A existen? {e) ; Cudntas funciones g: B — A son inyectivas? (f) ;Cudntas func
nes f: A — B satisfacen f(1) = x? (g) ;Cuéntas funciones f: A — B satisfacen f(1) = f(2) =17
Cuéntas funciones f: A — B satisfacen f{1) = xy f(2) = y?
Si existen 2187 funciones f:A— By | B| =3, jcuéintovale [A|?
SeanA, B, CC R%, donde A= {(x,y) | y=2x+1},B={(x ) | y=3x}y C= {(x ») | x-y=T}
Determine lo siguiente: f
2 ANB b) BNC 9 AZuT d Ful
6. SeanA, B, CC Z:dondeA={(x)) |y=2x+1},B={(x P |y=3x} yC={(x ») | x~y=T}
a) Determine
) ANB i) BNC iil) A UC i) BuC
b) ;C6émo afecta las respuestasde () a (v) siA, B, CC Z™x Z°7
7. Determine lo siguiente:
a) [2.3-1.6] b) |2.3]-[1.6] c) [2.3]-[1.6]
@ [3.7)+[73] o [3.4]162) N 13411621
g [27] b) =] D 2=l
8. Determine si cada una de las proposici 1 es verdadera o falsa. Si es falsa, propor
cione un contraejemplo.

a) la]=[a] paratodoa EZ. b) |a]=[a]paratodo a ER.

¢ la]=[a]—1paratodo eER—Z. d) |alfb]=[alb] paratodo a,b ER.
€) —[a]=[—a]paratodoaER. f) —[a]=|-a]paratodozER.

w o

o s

w0

Encuentre todos los nimeros reales x tales que

a) 7x|=|7x]. b) |[7x]=T.
o [x+7]=x+7. d) x+7]=[x]+7.

b) Encuentre todos los niimeros reales x tales que [3x] =3[x].
¢) Sean € Z* donde n > 1. Determine todos los x € R tales que [nx] =n[x].

b) Sia € R*y0<a< 1, ;Qué resultados de la parte (a) son verdaderos?

a=Ly

2) Paratodon €Z7, talque n22,2,=2a) un -
a) Determine g, paratodo2 < n < 8.
b) Demuestre que a, < nparatodon € Z°.
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15. Para cada una de las signientes funciones, determine si es uno a uno y determine también su

imagen.

a) fiZ—Z,f(x)=2x +1 b) fQ0—=Q.flx)=2x+1

¢ LZ=Z fl)=x—x d) fiR—R flx)=¢

e f:[~m/2,m/2]>R, f(x) = senx ) f:[0.7]>R.f(x)=senx
16. Seaf: R — R donde f(x) = x*. Determine f(A) para los siguientes subconjuntos A tomados del

dominio R.

a) A={2,3} b) A={-3,-2,2,3}

¢ A=(-3,3) d) A=(-3.2]

e A=[-7,2] f) A=(-4,-3]U[5,6]

17. SeanA ={1,2,3,4,5},B={w x, 5 2}, Ai=1{2,3.5) CAy g: A, — B. ;De cudntas formas se

puede extender g a una funcién f: A — B?

18. Déun ejemplo de una funciénf: A — By A,. A:C A paralos cuales f(4; N A;) 2 f(A;) N f(A2).

1

[Asf, Ia inclusién en el teorema 5.2(b) puede ser propia.]

9. Demuestre las partes (2) y (c) del teorema 5.2.

20. SiA={1,2,3,4,5} yexisten 6720 funciones inyectivas f: A — B, ;cudnto vale | B |?
21. Determine la funcién de acceso fa;) conforme lo descrito en el ejemplo 5.10(d), para una

matriz A = (G )axstal que (&) m=12;n =12 (b) m=T7.n=10: ) m=10,n=7.

22. Para la funcién de acceso desarrollada en el ejemplo 5.10 (d), la matriz A = (gy)n., se guardé

en una tabla unidimensional mediante el método de la fila principal. También es posible guar-
dar esta matriz usando el método de la columna principal, por ¢l que cada elemento g, 1 <i<m

de la primera columna de A se guarda en las posiciones 1,2, 3, . . ., m, respectivamente, de la
tabla, donde a,; se guarda en la posicién 1. Entonces, los elementos a,, 1 < < mde lasegunda
columna de A se guardan en las posiciones m + 1,m +2, m + 3, . . ., 2m, respectivamente, de

la tabla; etcétera. Encuentre una férmula para la funcidn de acceso g(a,) en estas condiciones.

23. a) SecaA unamatrizm X n que se desea guardar (de forma adyacente) en una tabla unidimensional

de r entradas. Determine una férmula para Ia funci6én de acceso si a,; debe guardarse en la
posicién k(> 1) de 1a tabla [en vez de 1a posicion 1, comoe en 2l gjemplo 5.10(d)] con (i) el
método de la fila principal; (ii) el método de la columna principal.

b) Establezca las condiciones que deben satisfacer m, n, ry k para que los resultados de la
parte (a) sigan siendo vilidos.

24. El siguiente gjercicio proporciona una demostracién combinatoria para la formula de 1a suma

que ya hemos visto en dos resultados antericres: (1) el ejercicio 26 de la seccién 1.4; y (2) el
ejemplo 4.3.
SeanA={a b c}.B={1,2,3.....nn+1},S={f: A > B |fl@) =f(&) y fib) < fO)).
a) SiS;={f: A= B|FE Syflc)=2,) jcusnto vale | §; |?
b) SiS,={f:A—>B|fE Syflc)=3,) jcusnto vale | 5, |?
¢ Paal=i=nseaS=[{fA>B|fESyfic)=i+1, cuinovale |5 |?
) SeaTy= {f:A - B| f€ Sy fia) = f(B)}. Explica por qué | Ty | =("F').
€l SeanT={{:A—=B LfE Syflay<fib)l yT-=1f:A - B | fE Sy fla) > f(b)). Explique
por qué| Tu|=| T, \=("§!)-
N ;Qué podemos concluir acerca de los conjuntos §; U S U S: U ... EJ S.yTLULUT?
g) Use los resultados de las partes (c), d), (¢) y (f) para verificar que ¥, 7,

* =nln+ 122+ 1)6.

25. Una versi6n de la fimcidn de Ackermann A(m,n) se define en forma recursiva para m, n EN
con las siguientes propiedades:
A(0n)=n+1.n=0;
A(m0)=A(m—1.1),m>0; v,
A(m,n)=A(m—1, A(m.n—1)), m,n>0.



260

Capitulo 5 Relaciones y funciones

53
Funciones sobreyectivas:
Niameros de Stirling
del segundo tipo

[Tales funciones fueron definidas en la década de 1920 por el matemitico y 16gico alemin
Wilhelm Ackermann (1896-1962), quien fue alumno de David Hilbert (1862-1943). Estss
funciones tienen un papel importante en las ciencias de la computacién, en la téorfa de funde:
nes recursivas y en el andlisis de algoritmos que implican la unién de conjuntos.]
a) Calcule A(1,3) y A = (2, 3).

b) Demuestre que A(1, n) =n + 2 para todon €N.

¢) Paratodon € N, muestre que A(2, 7) =3 + 2n.

d) Verifique que A(3,n) =2*— 3 paratodon € N.

Los resultados que desarrollamos en esta seccidn nos dardn la respuesta a los pri
cinco problemas planteados al principio del capitulo. Veremos que las funciones sobrey
son la clave para todas las respuestas.

Definicion 5.9

Una funcién f: A — B es sobre, o sobreyectiva, si f(A) = B; es decir, si para todo b €38
existe al menos una € A con f(a) = b.

La funcién f: R — R definida como f(x) = x* es una funcién sobre, ya que en este caso
vemos que sir es un nimero real del codominio def, entonces el nimero real 37 estdenel
dominio defy £(3r) =(3/r)’. Por lo tanto, ¢l codominio defes R, que es igual ala imagen
de fy la funcién fresulta ser sobre.

La funcién g: R — R, donde g(x) =* para cada niimero real x, no es una funcién sobre.
En este caso, ningilin nimero real negativo aparece en la imagen de g. Por ejemplo, para
que -9 esté en la imagen de g, tendriamos que poder encontrar un nimero real r tal que
g(r)=r*=-9. Por desgracia, *=—9 = r=3i o r = - 3i, donde 3i, -3i € C, pero 3i, -3i
& R. Asi, tenemos gue la imagen (g) = g(R) = [0, + e=) C R y la funci6n g no es sobre. Sin
embargo, debemos observar que la funcién h: R — [0, + o) definida por 2(x) =x* sfes una
funcién sobre.

Consideremos la funciénf: £— Z tal que f(x) =3x + 1 para cualquier x € Z. En este caso,
la imagen de fes {,..,-8,-5,-2,1,4,7,...} € Zy fno es una funcién sobre. Si
analizamos con cuidado esta situacion, veremos que, por ejemplo, el entero 8 noestdenla
imagen de f aunque la ecuacién

x+1=8

se pueda resolver con facilidad para obtener x = 7/3. Pero ése es el problema, ya que el
numero racional 7/3 no es entero; asi, no existe x en el dominio Z tal que f(x) = 8.
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Por otro lado, cada una de las funciones

1) g:Q— Qdondef(x)=3x+1paraxEQ;y
2) :R—>Rdondef(x)=3x+lparax ER,

s sobre. Ademds, 3x,+ 1=3x,+ 1 = 3x,= 35, = xy = x,, sin importar el hecho de que x;
¥ x, sean mimeros enteros, racionales o reales. En consecuencia, las tres funciones fgyh
SOn uUno a uno.

SiA={1,2,3,4} y B={x y z}, entonces

£i=11,2),2.5),3,2. 4. Y A=,0,2,0,0,)).(4,2)}

son, ambas, funciones de A sobre B. Sin embargo, la funcién g = {(1,x), (2,x), (3, ¥ (4,9}
no es sobre, ya que g(4) = {x, y} C B.

Si A, B son conjuntos finitos, entonces para que exista una funcién sobre f:A>B
debemos tener queJ|A [ = |Bi Si el lector recuerda el desarrollo de las dos primeras sec-
ciones de este capitulo, pensard que nuevamente hay que usar la regla del producto y
contar el nimero de funciones sobref: A — B, donde [A [=m = n=| B]. Por desgracia, la
regla del producto no es adecuada en este caso. Obtendremos el resultado necesario para
algunos ejemplos especificos y después conjeturaremos una férmula general. En el capitu-
lo 8 demostraremos la conjetura por medio del principio de inclusién y exclusién.

SiA={x yz}yB={1,2}, entonces todas las funciones f: A — B son sobre exceptof, =
{6 1,00 1. (DY ¥ £, = (5 2), 34 2), (& )}, las funciones constantes. Por lo tanto,
existen | B[* —2.=2° -2 = 6 funciones sobre de A en B.

SiA={wxyz}yB={l,2 3), existen 3* funciones de A en B. 8i consideramos los
subconjuntos de B de 2 el s, existen 2* funciones de A a {1, 2}, 2¢ funciones de 4 a
{2, 3} y 2* funciones de A a {1, 3}. Por lo tanto, tenemos 329 = (:)2‘ funciones de A en
B que definitivamente no son sobre. Sin embargo, antes de afirmar que 3¢ () 2testa
respuesta final, debemos observar que no todas estas { 2) 2*funciones son distintas, ya que
si consideramos todas las funciones de A en {1, 2}, estamos eliminando, de entre estas
funciones, por ejemplo, la funcién {(w, 2), (x, 2), . 2), (z. 2)}. Por otro lado, si considera-
mos las funciones de A en {2,3}, eliminamos la misma funcién: {(w.2),(x,2),(»n2),(z.D)}.
En c ia, en el resultado 3 —(3) 2¢, hemos eliminado dos veces cada una de las
funciones constantes f: A — B, donde f(A) es uno de los conjuntos {1}, {2} o {3}. Si
ajustamos nuestro resultado a este andlisis, veremos que existen 3* ‘(; ) 2¢43= 62)3‘ -
3)2¢+ (3) 1*= 36 funciones sobre de A en B.
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Si B sigue siendo el conjunto {1, 2, 3}, para cualquier conjunto A con |A| =m =
existen (2) 37~ (3)27+ (}) 1~ funciones de A sobre B. (;Qué resultado darfa esta férmula
sim=12,;sim=27)

Los iiltimos dos ejemplos sugieren un patrén que establ s ahora, sin di
cién, como férmula general.

SeanA=1{1,2,3,4,5,6,7} y B= {w x, 3 z}. Si aplicamos la férmula general conm=7
y n =4, vemos que existen

(:)47 g (;)3 & (;)2 = (ﬂ iy é,c—n L Je-wr
=§o(*1)"(4jk)(4—k 7 = 8400 funciones de A sobre B.

El ltado del ejemplo 5.24 es también la respuesta a las primeras tres preguntas del
principio del capitulo. Una vez que eliminamos el vocabulario innecesario, reconocemos
que en estos tres casos queremos distribuir siete objetos diferentes en cuatro recipientes
distintos sin que quede ningiin recipiente vacio. Podemos hacerlo en términos de las fun-
ciones sobre.

Para ¢l problema 4, tenemos un espacio muestral .5°queconmdeias4’= 16,384 formas
en que las siete personas pueden elegir alguno de los cuatro pisos. (Observe que 47 es
también el nimero total de funcionesf: A — B donde |A| =7, | B|=4.) El suceso que nos
interesa contiene 8400 de estas selecciones, de modo que la probabilidad de que el ascen-
sor se detenga en cada piso es 8400/16834 = 0.5127, un poco mis de la mitad del tiempo.

Por tltimo, para el problema 5, como 3, p(— 1) (7, J(m — k)™ es el niimero de funcio-
nes sobre f: A — B para|A|=m,|B|= n, para el caso en que m < n no existen tales
funciones y la suma es 0.

Analizaremos el problema 6 en la seccién 5.6.

No obstante, antes de pasar a algo nuevo, examinaremos un problema mds.
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En la empresa CH, Susana, la supervisora, tiene una secretaria, Teresa, y otras tres auxilia-
res administrativos. Si hay que procesar siete cuentas, ;de cudntas formas puede Susana
asignar las cuentas de modo que cada asistente trabaje al menos en una cuenta y que el
trabajo de Teresa incluya la cuenta més cara?

En primer lugar, la respuesta no es 8400 como en el ejemplo 5.24. Aqui debemos con-
siderar dos subcasos disjuntos y después aplicar la regla de la suma.

a) SiTeresa, la secretaria, solamente trabaja con la cuenta mds cara, entonces hay que
distribuir las otras seis cuentas entre las tres asistentes administrativos
de ¥ (-1, )(3 —k)* =540 formas. (540 es ¢l nimero de funciones sobre ¥
A—Bcon|A|=6,|B|=3)

b) Si Teresa trabaja con otras cuentas ademds de la més cara, la asignacion de tareas
puede hacerse de 3. ¢, (—1)(.%, J4— B)® = 1560 formas. (1560 es el niimero de
funciones g: C — Dcon|C|=6,|D|=4)

En consecuencia, la asignacion de trabajo puede hacerse en las condiciones dadas de
540 + 1560 = 2100 formas. [Ya hemos mencionado que la respuesta no serfa 8400, sino {1/
4)(8400) = (1/| B| }(8400), donde 8400 es el nimero de funciones sobre f: A — B, con

|A|=7,| B|=4. Este hecho no es una coincidencia, como veremos al analizar < teorema
.3.]

Ahora continuaremos nuestro andlisis con la distribucién de objetos distintos en recipien-
tes sin que ninguno de éstos quede vacio, y para ¢l caso en que los recipientes sean idénticos.

SiA={a b c, d} y B={l, 2, 3}; entonces existen 36 funciones sobre de A en B o, en
forma equivalente, 36 formas de distribuir cuatro objetos diferentes en tres recipientes
ibles, sin que ninguno quede vacio (y sin tener en cuenta la localizacién de los
objetos en un recipiente dado). Entre estas 36 distribuciones nos fijamos en la siguiente
coleccién de seis (una de las seis posibles colecciones de seis):

oo ie
disti

1) {a,bh {ch {dh: 2) {a,bh {d}: {ch
3 {ch {ab} {dhs 4 {ch {dh {ab}h
5 {dh  {abh {ch 6 {dh  {ch {abh

donde, por ejemplo, la notacién {c}, indica que c estd en el segundo recipiente. Ahora
bien, si no hacemos distinci6n entre los recipientes, estas 6 = 3! distribuciones se vuelven
idénticas, de modo que hay 36/(3!) = 6 formas de distribuir los objetos distintos &, b, ¢, d
entre tres recipientes idénticos, sin dejar ninguno vacio.
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La tabla 5.1 enumera algunos nimeros de Stirling del segundo tipo.

Tabla 5.1
S(m,n)
n

m 1 ] 2 3 4 = 6 7 8
1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 T 6 1
3 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1
7 1 301 350 140 21 1
8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

Param2n, . -,5(m, i) es el nimero de formas posibles de distribuir = objetos diferentes.
en n recipientes idénticos sin que queden recipientes vacios. De la cuarta fila de la tabla
5.1 vemos que existen 1 + 7 + 6 = 14 formas de distribuir los objetos a, b, ¢, d entre tres
recipientes idénticos, dejando tal vez algtn recipiente vacfo.

Continuamos ahora con la derivacién de una identidad relacionada con los nimerosde
Stirling. La demostraci6n es de naturaleza combinatoria.

EOREMA 5.3 Sean m, n enteros positivos tales que 1 <n = m. Entonces
S(m +1,n) = $(m,n — 1) + nS(m, n).

Demostracion: Sea A = {ay, Ga. . . . , G, Gus1 }. Entonces S(m + 1, n) cuenta el ndmero de

formas en que los objetos de A pueden distribuirse en n recipientes idénticos, sin que

quede ningiin recipiente vacfo. 1

Existen S(m, n — 1) formas de distribuir a;, @&, . - . , @ entre n — 1 recipientes idénticos,

sin que quede ninguno vacio. Entonces, al colocar 4. ; en el recipiente vacio restante, se

Ll tiene que S(m, n — 1) de las distribuciones contadas en S(m + 1, n); a saber, las distribucio-
nes en que d,., esté solo dentro de un recipiente. Otra opcién es distribuir a;, @z, . . ., @a
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entre los n recipientes idénticos, sin que quede ningiin recipiente vacio, con lo que obtene-
mos S(m, n) distribuciones. Sin embargo, para cada una de estas S(m, n) distribuciones, los
n recipientes quedan distinguidos por su contenido. Si seleccionamos uno de los r reci-
pientes idénticos para 4,,. ;, tenemos nS(m, n) distribuciones del total S(m + 1,n); 2 saber,
aquellas distribuciones para las que a,,, , estd en el mismo recipiente que otro objeto deA.
El resultado se sigue entonces de la regla de la suma.

Para ilustrar el teorema 5.3, consideremos el tridngulo que aparece en la tabla 5.1. En
este caso, el niimero més grande corresponde con S(m + 1, 1), param =7y n=3y vemos
que S(7 + 1, 3) = 966 = 63 + 3(301) = S(7, 2) + 35(7, 3). La identidad del teorema 5.3
puede usarse para extender la tabla 5.1 en caso necesario.

Si multiplicamos el resultado del teorema 5.3 por (7 — 1)! tenemos

(1 /a)[n!S(n + 1,m)] =[(n — D)'SGn, n — 1)1+ [n'S(m, )]

Esta nueva forma de la ecuaci6n relaciona algunas ideas del ndmero de funciones sobre,
yaquesiA={a, a, ..., 00 Gue1} YB={b1 by ..., by, b} conm 20— 1, entonces

(1/n)(El nimero de funciones sobre k: A = B)

= (El nimero de funciones sobre f: A — {@y.,} = B-{b.})
+ (El niimero de funciones sobre g: A — {@n.} — B).

Esta es larazdn por la que la relacién observada al final del ejemplo 5.25 no es simplemen-
te una coincidencia.

Cerraremos esta seccién con una aplicacién que trata de un problema de conteo en ¢l
que los niimeros de Stirling del segundo tipo se usan junto con ¢l teorema fundamental de
la aritmética.

Consideremos el entero positivo 30,030 = 2 x 3 x 5 x 7 x 11 x 13. Algunas de las
factorizaciones no ordenadas de este nimero son

i) 30x1001=(2x3x5)(7x11x13)
i) 110x273=(2x5x11)(3x7x 13)
fii) 2310x13=(2x3x5x7x11)(13)
iv) 14x33x65=(2xT)(3x 11)(5x13)
¥) 22x35%x39=(2x11)(5x 7)3 x 13)
vi) 6 X7 x 11 x65=(2x3)(7)(11)(5 % 13)

Los resultados dados en (i), (i) y (iii) demuestran tres de las formas de distribuir los seis
objetos distintos 2, 3, 5, 7, 11, 13 en dos recipientes idénticos sin que quede un recipiente
vacio. Asf, los primeros tres ejemplos son tres de las S(6, 2) = 31 factorizaciones no orde-
nadas de 30,030 con dos factores; es decir, existen S(6, 2) formas de factorizar 30030
como mn donde m, n € Z* para 1 < m, n < 30,030 y donde no importa el orden. De la
misma forma, los resultados de (iv) y (v) son dos de las S(6, 3) = 90 formas no ordenadas
de factorizar 30,030 con tres factores enteros, cada uno de los cuales es mayor que 1. Si
queremos al menos dos factores (mayores que 1) en cada una de estas factorizaciones no
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= ordenadas, entonces vemos que existen S(6 ,2) + S(6, 3) + S(6, 4) + S(6, 5) + S5(6, 6)
% .8(6,) = 202 de tales factorizaciones. Si queremos incluir la factorizacién con un
solo factor 30,030 (cuando distribuimos los seis objetos distintos 2, 3, 5, 7, 11, 13 enum
recipiente (idéntico)), tenemos un total de 203 factorizaciones.

JERCICIOS 5.3

1. Dé un ejemplo de conjuntos finitos A y B con|A |, |B| = 4 y una funcién f: A — B tal que (a)

wn

. De cada una de las siguientes funciones g: R — R, determine cudles de ellas son uno aunoy

. Verifique que ¥ ¢ (— l)"( "_‘)(n k)" =Oparan=5ym=2,3,4.

. Supongamos que tenemos siete bolas de dil olor y cuatro recipit dos I, II, Il

fno seauno a uno ni sobre; (b) fsea uno a uno pero no sobre; (¢) f sea sobre pero no uno a uno;
(d) f sea sobre y uno a uno.

De cada una de las sigui funcionesf: Z — Z, ine cuédles de ellas son uno a unoy
cuéles son sobre. §i la funcién no es sobre, determine la imagen f(Z).

a) flx)=x+7 b) f(x)=2x-3 ) fly=-x+5

) f(x)=x e flx)=x+x 0 fx)=x

cudles son sobre. 5i la funcién no es sobre, determine la imagen g(R).

a) g(x)=x+7 b) g(x)=2x-3 ¢ gx)=-x+5

& glx)=2* e g)=x+x f) g =x°

SeanA={1,2,3.4} yB={1.2,3,4,5,6}. J

a) ;Cuéntas funciones de A en B existen? ;Cuéntas de ellas son uno a uno? ;Cuéntas son
sobre?

b) ;Cuéntas funciones de B en A existen? ;Cuéntas de ellas son sobre? ;Cuéntas son uno a
uno?

a) Vcnﬁquc quc 5 -2 ,,0( ){: N8(7,i).
b) P bi io para d que para todos m, n € Z¢,

=z (",‘)(ﬂ) S(m ).
=1 i

SeanA={1,2,3,4,5,6,7} y B= {v, w x, ¥ z}. Determine el nimero de funciones f: A - B
tal que (i) f(4) = {v, x}; (i) | F14) | = 2; GE)S(A) = {w x, yh (9) | FA) | =3 (D F4) = (v
¥z} y (vi) [ f4) | =4,
b) Sean A, B conjuntos tales que [A [=m2n=|B|.Sik€ Z con 1 <k < n, jcusntas

funciones f: A — B son tales que | f(4) | =k?

Un investigador del Instituto de Quimica tiene cinco d de lak io0 en un p
de investigacién en el que deben sintetizarse nueve compuestos. jDe cudntas formas puede
asignar el investigador estas sintesis a los cinco ayudantes de modo que cada uno de ellos
trabaje al menos con una sintesis?

Use el hecho de que toda i i 1 con coefici reales y grado impar tiene una

rafz real para mostrar que la funcnénf R — R definida comof(x) = x*— 2x*+ x es una funcién
sobre. ;Es uno a uno?

y IV. (2) ;De cudntas formas podemos distribuir las bolas de modo que ningtin recipiente quede
vacio? (b) En esta coleccién de siete bolas de colores diferentes, una de ellas es azul. ;De cuéntas
formas podemos distribuir las bolas de modo que ningin recipiente quede vacio y que la bola
azul yuede en el recipi 11?7 (¢) Si elimis los de los recipi de modo que ya
no podamos distnguirlos, jde cufntas formas podemos distribuir 1as siete bolas de color entre los
cuatro recipientes idénticos, de modo que alguno o algunos de ellos puedan quedar vacfos?
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11. Determine las dos filas siguientes (m =9, 10) de la tabla 5.1 para los mimeros de Stirling S(m,
n),dondel = n=m
12. a) ;De cuéntas formas puede factorizarse 31,100,905 en tres factores, cada uno mayor que 1,
si no importa el orden de los factores?
b) Resuelva la parte (a) si el orden de los factores es significativo.
©) ;De cuintas formas puede factorizarse 31,100,905 en dos o més factores, cada uno mayor
que 1, si no importa €l orden de los factores?
d} Resuelva la parte (c) teniendo en cuenta el orden de los factores.
13. a) ;Cuintas factorizaciones no ordenadas de dos factores, cada uno mayor que 1, tiene 156,0097
b) ;Cuéntas factorizaciones no ordenadas de 156,009 tienen al menos tres factores, cada uno
mayor que 1?7
¢} ;De cuéntas formas se puede factorizar 156,009 en dos o mis factores, cada uno mayor que
1, si no imparta el orden de los factores?
d) Seanp,,ps, P, - - . , P. 1t primos distintos. ;De cudntas formas puede factorizarse el produc-
‘°Hf=1pa' en dos o més factores, cada uno mayor que 1, si no importa el orden de los
factores?

14. Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) para calcular los niimeros de Stirling S(m, n)
pral=m=<12yl=n=m.

5.4
Funciones especiales

En la seccidn 2 del capitulo 3 mencionamos que la suma es una operacién binaria cerrada
en el conjunto Z*, mientras que N es una operacion binaria cerrada en P(AL) para cual-
quier universe 9 dado. También observamos que “tomar el negativo™ de un entero es una
operacién unaria en Z. Ahora es tiempo de precisar estas nociones de operaciones binaria
y unaria (cerradas) en términos de funciones.

icién 5.10  Para cualesquiera conjuntos A, B no vacios, cualquier funciénj: A X A — B es una opera:
cién binaria en A. Si B C A, entonces se dice que la operaci6n binaria es cerrada (en A).
[Cuando B C A también podemos decir que A es cerrado mediante f1]

Definicion 5.11 Una funcién g: A — A es una operacién unaria, o monaria, en A.

a) La funcién f: Z x Z — Z dada por f(a, b) = a — b es una operacién binaria cerrada
enZ.

b) Sig: Z*x Z* — Z es la funci6n tal que g(a, b) = a— b, entonces g es una operacién
binaria en Z*, pero no es cerrada. Por ejemplo, vemos que 3, 7 € Z* pero g(3,7) =
3-T=—d@ZI.

¢) La funcién h: R* — R* dada por h(a) = 1/a es una operacién unaria en R*.
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Sea 0l un universo y sean A, B C . (a) Sif: P(W) x PAW) — POU) estd dada per fiA, B)
=A U B, entonces f es una operacién binaria cerrada en P(U). (b) La funciéng: P(AL)
9P(O) dada por g(A) = A es una operacién unaria en P(AUL).

finicion 5.12

Seaf: A XA —» B; es decir, fes una operacién binaria en A.
a) fes conmutativa si f(a, b) =f(b, a) paratodo (g, b) EAXA.
b) Cuando B C A (es decir, cuando fes cerrada), decimos que fes asociativa si paraa,
b, ¢ € A, f(fla, b), ) =fla, f(b. €)).

La operacién binaria del ejemplo 5.30 es conmutativa y asociativa, mientras que la opera-
cién binaria de la parte (a) del ejemplo 5.29 no cumple ninguna de estas condiciones.

a) Definamos la operacion binaria cerrada f: Zx Z — Z como f(a, b) = a + b - 3ab.
Como la suma y la multiplicacién de enteros son operaci binarias ivas,
se tiene que

fla,p)=a+b—3ab=>b+a—3ba=f(b,a),

por lo que f es conmutativa.
Para determinar si f es asociativa, consideremos a, b, ¢ € Z. Entonces

f(a,b)=a+b—3ab ¥y f(f(a,b),0)=f(a,b) + c — 3f(a, b)c
=(a+b—3ab)+c—3(a+b—3ab)c
=a+b+¢— 3ab —3ac — 3bc + Yabe,

mieniras que

flb,e)=b+c—-3bc y
f(a,f(B,c)) = a +f(b, c) — 3af(b,c)
=a+(b+c—3bc) —3a(b+c—3bc)
=a+ b + ¢ —3ab — 3ac — 3bc + 9abc.
Como f(f(a, b), €)= f(a, f(b, c)) para todos g, b, ¢ € Z, 1a operacién binaria
cerrada f es asociativa y conmutativa.
b) Consideremos la operacién binaria cerrada k : Zx Z — Z donde h(a, b)=a | b|.

Entonces h(3, -2)=3 | -2 | =3(2) = 6, pero h(-2, 3) =2 | 3 | =— 6. Por lo tanto,

k no es conmutativa. Sin embargo, respecto de la propiedad asociativa, sia, b, ¢ €

Z, vemos que

h(h(a,b),c) =h(a,b)|c|=albllc|] ¥y
h(a, k(b,0)) = a| k(b,c)| = a| blc|| = a| b|c],

de modo gue la operacién binaria cerrada k es asociativa.
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¢) Seag: R xR — Z la operacién binaria cerrada dada por g(a, b) = [a +b], el techo
de a + b. Como a + b = b+ a para todos los nimeros reales g, b (puesto due la
suma de niimeros reales es conmutativa), tenemos que g(a, b= [a+&] = [b+a] =

2(b, @) y g es una operacién binaria (cerrada) asociativa.
Sin embargo, cuando consideramos la asociatividad, tenemos que, por ejemplo,

2(2(3.2,4.7),6.4)=g(3.2+4.71,6.9) = 2([7.9],6.4) =g(8,6.4)
=[8+6.4]=[14.4]=15,
mieniras que

2(3.2,8(4.7,6.4)) =g(3.2,[4.7+ 6.4]) =g(3.2,[11.1)) =g(3.2,12)
=[3.2+12]=[15.2]=16.

Como g(g(32,47),64)=15£16=g(32, 2(4.7, 6.4)), este contracjemplo basta
para indicarnos que g no es asociativa. Por lo tanto, para ciertos nimeros realesa, b,
€, Vemos que no ocurre que

Ma+bl+cl=[a+[b+c]l

SiA={a b, c, d},entonces | Ax A | = 16. Por lo tanto, existen 4% funciones f: AXA = A;
es decir, existen 4'% operaciones binarias cerradas en A.

Para determinar el ndmero de operaciones binarias cerradas conmutativas g en A, ve-
mos que existen cuatro opciones para cada una de las asignaciones g(a, @), g(b, b), g(¢, ¢)
y g(d, d). Entonces nos faltan otros 4*—4=16—4= 12 pares ordenados (en A X A) de la
forma (x, y), x # y. Estos 12 pares ordenados deben considerarse en conjuntos de dos para
garantizar la conmutatividad, Por ejemplo, necesitamos que g(a, b) = g(b, a); por lo que
podemos seleccionar cualguiera de los cuatro elementos de A como g(a, b), pero luego
también debemos asignar esta seleccién ag(b, a). Por lo tanto, como existen cuatro opcio-
nes para cada uno de estos 12/2 = 6 conjuntos de dos pares ordenados, vemos que el
nimero de operaciones binarias cerradas conmutativas g en Aes 4t 45=40

efinicién 5.13

Seaf:A x A —» Buna operaci6n binaria en A. Un elemento x € A ¢s un neufro (elemento
neutro o elemento identidad) de f 51 f(a, x)=f(x, a) =a paratodoa E A.

a) Consideremos la operacion binaria (cerrada) f: Zx Z — Z dada por f(a, by=a+b.
En este caso, el entero 0 es un elemento neutro, ya que f(a. 0) =a + 0=0+a=f(0,
a) = a para cualquier entero a.

b) Vemos que no exisic un neutro para la funci6n de la parte (a) del ejemplo 5.29, ya
que si ftuviera un neutro x, entonces para cualquiera € Z,f(a, x) =a=a-x=a
= x = 0. Pero entonces f(x, a) =f(0, a) =0 —a# g, amenos que a = 0.

¢) Sead={1,2,3,4,567T ygAxA—Ala operaci6n binaria (cerrada) dada por
g(a, b) =min{a, b}; es decir, el minimo (o mds pequefio) de los nimeros 4, b.
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Esta operacion binaria es conmutativa y asociativa, y para cualquier a € A tenemos
g(a 7)=min{a, 7} = a=min{7, a} = g(7, a). Asi, 7 es un elemento neutro para g

En las partes (a) y (¢) del ejemplo 5.34 analizamos dos operaciones binarias (
cada una con un elemento neutro. La parte (b) de ese ejemplo mostraba que una
de ese Lipo no necesariamente tiene un elemento neutro. ;Podria tener una operacién bi
mi4s de un elemento neutro? En ¢l siguiente teorema veremos que la respuesta es no.

EOREMA 5.4

Sea f: A x A — B una operacién binaria. Si f tiene un elemento neutro, entonces dicho
elemento es tnico.
Demostracién: Si f tiene més de un elemento neutro, sean x;, x; € A, tales que

fla,x)=a=f(x;,a), paratodaa €A, y
f(a,x;)=a=f(x;,a), paratodaa EA.

Consideremos a x, como elemento de A y a x, como elemento neutro. Entonces f(x;, x,)=
x;- Ahora invirtamos los papeles de x, y x;; es decir, id 0s a x; como el 3
A y ax, como elemento neutro. Tenemos que f(x,, x;) =x;. Por lo tanto, x, = x, y ftiene alo
sumo un elemento neutro.

Ahora que hemos aclarado el punto de la unicidad del elemento neutro, veamos cémo
interviene este tipo de elemento en otro problema de conteo.

SiA={x a b, ¢, d}, ;cudntas operaciones binarias cerradas en A tienen ax como elemento
neutro?

Seaf: AxA—>A conflx, ¥) =y = f(3 x) para todo y € A. Entonces podemos representar a
fmediante una tabla como la que aparece en la tabla 5.2. En este caso, los nueve valores en los
que x ¢s la primera componente [como en (x, ¢)] o donde es la segunda componente [como en
(d, x)] quedan determinados por el hecho de quex s el elemento neutro. Cada una de las demés
entradas (vacias) de la tabla 5.2 pueden ocuparse con cualquiera de los cinco elementos de A. -

Tabla 5.2

§| -z a b c

AN SR K
AN R N
|
|
\
|

Por lo tanto, existen 5' operaciones binarias cerradas en A tales que x es el elemento
neutro. De éstas, 5 = 5¢ - 5%+ son conmutativas. También vemos que existen 5'° opera-
ciones binarias cerradas en A tales que b es el elemento neutro. Por lo tanto, existen 5" =
(3)5% = ()51 = (7) 3 operaciones binarias cerradas en A que tienen un ele-
mento neutro, de las cuales 5! = (f) M= (f)i" . 5¥=42 = gon conmutativas.
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En general, siA = {a;, @, @y, . . ., a,} paran € Z*, entonces existen
i) n" operaciones binarias cerradas f: A X A — A;
i) n"-pea operaciones binarias cerradas conmutativas en A;
fif) n*-201 = 0" operaciones binarias f: A X A — A donde algiin a; € A particular,
para 1 =i < n, es el elemento neutro;
iv) [',') [n1¥] = n*"1 operaciones binarias (cerradas) en A donde existe un elemento
neutro;
v) . pi=-Y<-U2 operaciones binarias cerradas conmutativas en A; donde algiin a;
€ A particular, para 1 = i < n, es ¢l elemento neutro; y
vi) (;‘)(n'”) pl-P--D)2 = pf-mD2 gperaciones binarias cerradas conmutativas en A
que tienen un elemento neutro.

Después de ver varios ejemplos de funciones (en los ejemplos 5.29, 5.30, 5.32,5.34 y
5.35) donde ¢l dominio es un producto cartesiano de conjuntos, analizaremos ahora fun-
ciones en las que el dominio es un subconjunto de un producto cartesiano.

)efinicién 5.14  Paralos conjuntosA y B, si D € A% B, entonces &,: D — A dada por (g, b) = a, se llama
1a proyeccicn en la primera coordenada.

La funcién g se define de manera similar, y observamos que si D = A x B, entonces 7,
¥y T son sobre.

ParaA=B=Z,seaD={(x ¥) |y= | x|). Entonces D C A x By D contiene el origen
(0, 0) junto con todos los puntos de larectay =x, donde x, y € Z y x >0, y todos los puntos
de larectay=—x, donde x, y € Z y x <0. Una parte de la grifica de D aparece en la parte
(a) de la figura 5.6. Aqui vemos que &,(D) = {...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3.4,.. .} =Zy
7(D)=1{0,1,2,3,4,.. .} =N. 4
A continuaci6n, sea E = [(-4, 4), (=2,2),(0,0), (1, 1), (2,2)}. Enestecaso, ECDC |
A X B; toda la gréfica de E se muestra en Ia figura 5.6(b). Ahora bien, vemos que Ty(E) =
(Ta(-4, 4), T2, 2), Tu(0,0), Ta(1, 1), 42, 2)} = (=4, -2, 0, 1. 2} y mp(E) = {0, 1,2, 4}.
Asi, | my(E) | = 5, mientras que | 7io(E) | =4 ya que (-2, 2) =2 = 75(2.2).

¥ ¥
- 4 . [ 4
3 3 . 3
. 2 . L SR .
.9 L] 1 .
11 1 1 | ] S x i S S | | I | > x
-4 -3 -2 -1 T2 34 -4 -3 -2-1 12 .3 4
(@) ®)

- " Figura 5.6
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SiA{wxylyB=1{1,234},seaD={(x, 1), (x, 2), (. 3), (3, 1). (. 4)}. Entonces!
proyeccidn x,: D — A satisface n,(x, ) =, (x, 2) = m,(x, 3) =xy T ,(y, ) =7 (. 4) =
Como m (D) = {x, y} C A, esta funcién no es sobre.

Para el caso de ®;: D — B, tenemos que m(x, 1) =15 (y, 1) = 1, mx(x, 2) =2, ®p(x, 3)=
3y my(y, 4) = 4, por lo que 7x(D) = B y esta proyecci6n es una funcién sobre.

SeanA = B =R, consideremos el conjunto D € A x Btal que D = {(x, y) | y=°}. Enton
D representa el subconjunto del plano euclideo que contiene los puntos de la pardbolay =2
Entre la infinidad de puntos de D tenemos ¢l punto (3, 9). En este caso, 7,4(3, 9) =3,
abscisa de (3, 9), mientras que m5(3, 9) = 9, la ordenada del punto.
Para este ejemplo, m,(D) =R = A, por lo que 7, es sobre. (La proyeccién m, también
uno 2 uno.) Sin embargo, mx(D) = [0, +<<) C R, porlo cual 7tz no es sobre. [Tampoco es
a uno; por ejemplo, Mx(2, 4) = 4 = Rg(-2, 4).

Ahora vamos a extender el concepto de proyeccidn de Ia forma siguiente. Sean A, A,
..., A conjuntose {ij, is ..., in} ©{1,2,...,n),demodoque 1< i< <l ymM=n
SiDC A xAx---xA,=X A, entonces la funcién m: D — A, x A, x - - - A,_dada por
’ay, Gz ..., @) = (A, @y .- @) es ]2 proyeccion de D en las coordenadas iy, b, - - . , b
Los elementos de D se llaman n—uplas (ordenadas); un elemento de n(D) es una m—upla
(ordenada).

Estas proyecciones surgen en forma natural en el estudio de las bases de datos
relacionales, una técnica estdndar para la organizacién y descripcién de grandes cantida-
des de datos mediante los modernos sistemas de célculo a gran escala. En situaciones
como las operaciones con tarjeta de crédito, no sélo deben organizarse los datos existentes
sino también otros nuevos, como cuando se procesan las tarjetas de crédito para nuevos
clientes. Cuando se paga el saldo de las cuentas existentes, o cuando se hacen compras con
estas cuentas, hay que actualizar los datos. Otro ejemplo surge cuando se buscan registros..
con fines especiales, como cuando la oficina de admisi6én de una universidad analiza los
Tegistros educativos en busca de estudiantes de bachillerato con cierto nivel de habilidad
matematica demostrado, para enviarles informaci6n por correo.
El siguiente ¢jemplo muestra el uso de proyecciones en un método para organizar y des-
cribir los datos, a una escala mds pequefia.

En cierta universidad se relacionan los siguientes conjuntos con fines de registro:

A, = el conjunto de claves de los cursos ofrecidos en el drea de matemdticas.
A= ¢l conjunto de nombres de los cursos ofrecidos en el 4rea de matematicas.
As= ¢l conjunto de profesores de matemdticas.

Az=-¢l conjunto de letras del alfabeto.

Consideremos la tabla, o relacién, D € 4, % A; X A; X A, dada en la tabla 5.3.
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Tabla 5.3
Clave de curso | Nombre del curso Profesor Letra de seccién
MA 111 Célculo I P. Z. Chinn A
MA 111 Cilculo I V. Larney B
MA 112 Célculo II 1. Kinney A
MA 112 Cilculo I A. Schmidt B
MA 112 Cilculo I R. Mines C
MA 113 Cilculo I J. Kinney A
MA 113 Cilculo IIT A. Schmidt B

Los conjuntos Ay, Az, As, A. son los campos de la base de datos relacional, y se dice que
1a tabla D tiene grado 4. Cada elemento de D se conoce como Tegistro.

La proyecci6n de D en A X A2 As X A, s presenta en la tabla 5.4. La tabla 5.5 muestra
los resultados de la proyeccién de D en A; X A;.

Las tablas 5.4 y 5.5 son otra forma de representar los mismos datos que aparccen ¢n la
tabla 5.3. Con las tablas 5.4 y 5.5 podemos volver a formar la tabla 5.3.

Tabla 5.4 Tabla 5.5
Clave de curso Profesor  |Letra de seccién| : Nombre

MA11l | P.Z. Chinn A e detaney, | ddam
MA 111 V. Larney B MA 111 Célculo I
MA 112 J. Kinney A MA 112 Cilculo TT
MA 112 A. Schmidt B MA 113 Caleulo ITT
MA 112 R. Mines o

MA 113 J. Kinney A

MA 113 A. Schmidt B

La teorfa de las bases de datos relacionales se ocupa de la representacién de los datos de
diferentes formas y de las operaciones necesarias para tales representaciones, como es el caso
de las proyecciones. También se estudia la impl i6n en computador de tales
En los ejercicios y la bibliografia del capitulo se menciona este tema y algunos otros aspectos.

EJERCICIOS 5.4

1. ParaA={a b, c}.seaf: A x A — A la operacién binaria cerrada dada en la tabla 5.6. D& un
ejemplo para mostrar que f no es asociativa.

Tabla 5.6
£oiza b c
a b a c
b a € b
c c b a

2. Defina la operacién binaria cerrada i: Q° X Q" — Q" dada por hla, &) = alb.
a) Muestre que h no es conmutativa ni asociativa.
b) Tiene k un elemento neatro?

3. Cada una de las siguientes funciones f: Z X Z = Z es una operacién binaria cerrada en Z.
Determine los casos en los que fes conmutativa o asociativa.
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w A

“RD = recomendacidn diaria

“campo”. (V. del E.)

Para p, g primos distintos, sea A = {p"¢" |0 <m < 31,0 < n < 37}
a) ;Cuénto vale | A |?
b) Si f: A XA — A es la operaci6n binaria cerrada definida por f(a, b) = mcd(a, b), gtiene fun
elemento neutro?
. Establezca un resultado que ice los dos de los dos eji
. Para §#£A C Z*, sean f, g- A X A — A las operaciones binarias cerradas dadas por flag, b) =
min{a, b}, y gla, b} = mé&x{a, b}. ;Tiene fun elemento neutro? ; Tiene g un elemento neutro?
. a) Defina la operacién binaria cerrada f: Z x Z — Z dada por f(a, b) = [a] + [b]. () ;Esf
conmutativa? (ii} jEs fasociativa? (iii) ; Tiene f un elemento neutro?
b) Considere la operacién binaria cerrada g: R X R — R dada por g(r; 5) = [r] + [s]. () ;Esg
conmutativa? (i) ;Es g asociativa? (iii) ;Tiene g un elemento neutro?
. SeaA =R - Z. Considere la operacién binaria i: A x A — Z dada por h(a, b) =|a| +[b]. ;Es
h conmutativa?
. SeanA =B =R. Determine (D) y z(D) para cada uno de los conjuntos siguientes D C A xB.

. Seand, 1=i = 5,los campost deunatablaD € X} 4, donde ;=

a) flx. )=x+y—xy b) flxy) =méx{x y}, el mdximo (o mas grande) de x, y
o) flry)=x d) flx,y)=x+y-3

¢Cudles de las operaciones binarias cerradas del ejercicio 3 tienen elemento neutro?
Sea|A|=35. (a) ;Cuéinto vale | A x A |? (b) ;Cuéntas funciones /: A x A — A e:usien”{
¢ Cuintas operaciones binarias cerradas en A existen? (d) ;Cuéntas de estas operaciones
cerradas son conmutativas?

SeaA={x, a b, c d}.

a) ;Cuéntas operaciones binarias cerradas fen A satisfacen f(a, b) = 7

b) ;Cuéntas de las funciones fde la parte (a) tienen a x como elemento neutro?

¢} ;Cuéntas de las funciones fde la parte (a) tienen un elemento neutro?

d) ;Cuéntas de las funciones f de la parte (c) son conmutativas?

Sea f: Z* x Z* — Z* la operaci6n binaria cerrada definida como f(a, b) = mcd(a, b).
a) ;Es fconmutativa?

b) ;Es fasociativa?

c) ;Tiene fun elemento neutro?

SeaA = {2, 4, 8, 16,32} y consideremos la operaci6n binaria cerrada f: A XA — A tal que
fla, b) = med(a, b). ;Tiene f un elemento neutro?

a) D={(x y) |x=y} b) D={(x,y) | y=senx) ) D={(x y|2+y=1}

U.V.W.X,Y.Z) (que
se utilizan como los nombres en clave de varios cereales en una prueba), y A;= A; = A = As=
Z*. Latabla D aparece en la tabla 5.7.

Tabla 5.7

Gramos de azicar % de RD“ de % deRDde | % deRD de pro-
Nombre clave por cada vitamina A por cada|vitamina C por cada| teina por cada
del cereal racién de 1 onza racién de 1 onza | racién de 1 onza | racién de 1 onza

U 1 25 25 6

v 7 25 2 4

w 12 25 2 4

X 0 60 40 20

Y 3 25 40 10

z 2 25 40 10

+ El término domain también se puede traducir como “dominic™, pero en este contexto est4 establecido
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Y Tl .

S

a) ;Cudl es el grado de la tabla?
b) Encuentre la proyeccién de D en Ay X Agx As.
<) Elcampodeunamblaesumcﬂzvzprimﬁadelamblasisuvalorid.enliﬁcacn forma tinica
cada lista de D. Determine la (o las) clave(s) primaria(s) de esta tabla.
16. SeanA, 1 =i = 5, los campos de unz tabla D € X7 A, donde 4, = {1, 2} (que se utilizan
para identificar la produccin diaria de cépsulas de vi ina de dos icas).
A,:{A,D,E}y.4;=44=A5=Z'.LawhlaDapamoemtalabla 5.8.

Tabla 5.8
Cipsula de| Vitamina presente | Cantidad de vitamina Dasis: Niimero de chpsulas|
vitamina en la cépsula la cépsula en UI® | Capsulas por dia por frasco
1 A 10,000 1 100
1 D 400 1 100
1 E 30 1 100
2 A 4,000 1 250
2 D 400 1 250
2 E 15 1 250 |

Ul = Unidades internacionales

a) ;Cuél es el grado de la tabla? ¥

b) ;Cuél es la proyeccién de D en A; X A, jen AsX Agx As?

<) Esta tabla no tiene claves primarias. (Véase el ejercicio 15.) Sin embargo, podemos definir
una clave primaria comp como el prod iano de un nimero minimo de cam-

pos de la tabla, cuyas componentes, tomadas en conjunto, identifican en forma Gnica cada
lista de D. Determine algunas claves primarias compuestas para esta tabla.

5.5

El principio del palomar

Cambiaremos nuestro ritmo para intreducir un principio de distribucién interesante. Este
principio parece no tener nada en comin con lo que hemos estado haciendo antes; pero en
realidad nos serd muy util.

En matemdticas, a veces parece que una idea casi obvia, cuando se aplica de una mane-
ra un poco sutil, es la clave necesaria para resolver un problema dificil. Sin duda, enlalista
de estas ideas obvias puede colocarse la siguiente regla, conocida como ¢l principio del

palomar.

Ahora bien, jqué tienen que ver las palomas gue descansan en los nidos con las mate-
miticas (discretas, combinatorias, etc.)? En realidad, este principio puede aplicarse en
varios probl donde t bl si puede ocurrir cierta situacién. Tustrare-
mos este principio en los siguientes ¢jemplos y veremos su utilidad en la seccién 5.6 y en
otros puntos del texto.
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Una oficina emplea a 13 oficinistas de archivo, por lo que al menos dos de ellos debe
cumplir afios durante el mismo mes. Aquf tenemos 13 palomas (los oficinistas de archy
y 12 nidos (los meses del afio).

Agqui hay una segunda aplicacién mds bien inmediata de nuestro principio.

Juan regresa de la lavanderia con 12 pares de calcetines (cada par de distinto wld:) en una
bolsa. Al sacarlos de la bolsa aleatoriamente, tendré que sacar cuando mucho 13 de ellos
para obtener un par. :

A partir de este punto, la aplicacién del principio del palomar puede ser mds sutil.

Vilma opera un computador con una unidad de cinta magnética. Un difa le dan una cinta
que contiene 500,000 “palabras” de cuatro ¢ menos letras mindsculas. (En la cinta, las pale-
bras consecutivas se separan ¢on un cardcter en blanco.) ¢ Puede suceder que las 500,000
palabras sean distintas entre si?

A partir de las reglas de 1a suma y ¢l producto, ¢l mimero total de palabras posibles
diferentes, que utilizan cuatro o menos letras, es

26+ 26°+ 267+ 26 = 475,254,

Estas 475,254 palabras son los nidos y las 500,000 palabras de la cinta son las palomas,
por lo que al menos una palabra se repite en la cinta.

Sea § C Z*, donde | S| = 37. Entonces S contiene dos elementos que tienen el mismo
resto al dividirse entre 36.

Aqui las palomas son los 37 enteros positivos de S. Por ¢l algoritmo de la divisién
(teorema 4.5), sabemos que al dividir cualquier entero positivo # entre 36, existen un
cociente dnico g y un resto tnico r, tales que 1

n=36g+r,0=r<36.

Los 36 valores posibles de r son los nidos y ¢l resultado se demuestra por el principio del
palomar.

Demostraremos que si se seleccionan 101 enteros del conjunto S = {1, 2, 3, ..., 200},
entonces existen dos enteros tales que uno divide al otro. -

Para cadax € §, podemos escribirx=2*y, con k20, y med(2, y) = 1. (Este resultado se
sigue del teorema fundamental de la aritmética.) Entonces y € T={1,3, 5, ..., 199},
donde | T | = 100. Como se seleccionan 101 enteros de S, por el principio del palomar |
tenemos que existen al menos dos enteros distintos de la formaa = 2" y b = 2"y para algiin
(el mismeo) y € T. Si m < n, entonces a | b; en caso contrario, tenemos que m > ny
entonces b | a.
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Cualquier subconjunto de tamafio seis del conjunto §={1,2,3, ..., 9} debe contener dos
elementos cuya suma es 10.

Aqui los niimeros 1,2, 3, ..., 9 son las palomas, y los nidos son los subconjuntos {1, 9},
{2, 8}, {3, 7}, {4. 6}, {5} Cuando las seis palomas van a sus respectivos nidos, deben
ocupar al menos uno de los subconj de dos el s cuyos miembros suman 10.

El tridngulo ACE es equildtero y AC = 1. Si se seleccionan cinco puntos del interior del
tridngulo, existen al menos dos puntos cuya distancia es menor que 1/2.

Para el trisngulo de la figura 5.7, los cuatro tridngulos mé4s pequefios son tridngulos
equildteros congruentes y AB = 1/2. Descomponemos el interior del tridngulo ACE en las
cuatro regiones siguientes, disjuntas dos a dos:

Ry: el interior del trigngulo BCD junto con los puntos del segmento BD, excluyendo
ByD.

R,: el interior del tridgngulo ABF.

Ry el interior del widngulo BDF junto con los puntos de los segmentos BF y DF,
excluyendo B, Dy F.

Ry el interior del tridngulo FDE.

Ahora aplicamos el principio del palomar. Los cinco puntos del interior del ridnglo
ACE deben ser tales que al menos dos de ellos estén en una de las cuatro regiones R,, 1 <
i = 4, donde cualesquiera dos puntos estdn separados por una distancia menor que 1/2.

€
a
A F E Figura5.7 -

Sea S un conjunto de seis enteros positivos cuyo méximo es 14. Demostraremos que no
todas las sumas de los elementos de todos los subconjuntos no vacios de S pueden ser
distintas.

Para cualquiera de los subconjuntos no vacios A de S, la suma de los clementos de A,
denotada comas,, satisface 1 < 5,< 9 + 10+---+ 14=69, y existen 2°~ 1 =63 subconjuntos
no vacios de S. Nos gustaria obtener la conclusién del principio del palomar haciendo que
las sumas posibles, del 1 al 69, sean los nidos, y que los 63 subconjuntos no vacfos de§
sean las palomas, pero entonces tenemos muy pocas palomas.

Asi, en vez de considerar todos los subconjuntos no vacfos de S, examinaremos sola-
' mente Jos subconjuntos no vaciosA de Stales que | A | < 5. Entonces, para cada subconjunto
¢ Ase sigue que 1 <5, < 10+ 11 +- - -+ 14 = 60. Existen 62 subconjuntos no vacios A de
Scon | A | = 5;asaber, todos los subconjuntos de § excepto @y el mismo conjunto §. Con

—
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62 palomas (los subconjuntos no vacios A de S tales que | A | < 5) y 60 nidos (las
s, posibles), se sigue del principio del palomar que los elementos de al menos dos de
62 subconjuntos deben dar la misma suma.

Seam € Z* con m impar. Demuestre que existe un entero positivo n tal que m divide a 2~
Considere los m + 1 enteros positivos 2' — 1,22 - 1,231, ..., ,2%— 1, 2= _ . Por¢
principio del palomar y el algoritmo de la divisién, existens, fEZ*con 1 S s<r=m+
tales que 2*— 1 y 27— 1 tienen el mismo resto al dividirlos entre m. De aqui tenemos qu
2-l=gm+ry2'—l=gm+r,parag, SNy (2'-1)—(F-1)=(gzm + r)—(gm+1),
por lo que 2/~ 2*= (g; — g)m. Pero 2 — 2°=2* (2~ - 1); y como m es impar, tenemos gue.
mcd(2f, m) = 1. De aqui m | (2= — 1), y el resultado se sigue conn=1—s. 3

En sus préximas vacaciones de cuatro semanas, Heberto jugard al menos un set de tenis
cada dfa, pero no mds de 40 sets en total durante este tiempo. Demuestre que independien-
temente de cémo distribuya sus sets durante las cuatro semanas, hay varios dias consecu-
tivos durante los cuales jugard exactamente 15 sets.

Para | =i < 28, seax; el niimero total de sets que Heberto jugard desde el comienzo de
sus vacaciones hasta el final del i—€simo dfa de las mismas. Entonces 1 € x; <x, <- - <Xy
=40,yx +15<---<xpu+ 15 = 55. Ahora tenemos 28 nimeros distintos x;, X, . .., Xy
y los 28 nimeros distintos x; + 15, x,+ 15, . . ., x5y + 15. Estos 56 niimeros s6lo pueden
tomar 55 valores diferentes, por lo que al menos dos de ellos deben ser iguales; de aquf
concluimos que existe | < j < i< 28 con x;=x+ 15. Asi, desde el comienzo del diaj+1
hasta el final del dia i, Heberto jugard exactamente 15 sets de tenis.

ERCICIOS 5.5

1. En el ejemplo 5.41, ;quiénes desempefian el papel de las palomas y el de los nidos en nuesira
aplicacién del principio del palomar?

2. Demuestre que si ocho personas estin en un cuarto, al menos dos de ellas cumplen afios el
mismo dia de la semana.

3. (',Cﬁﬁmas veces debemaos tirar un solo dado para obtener el mismo resultado (a) al menos dos
wveces? (b) al menos tres veces? (c) al menos n veces, para r > 47 .

4. Dados 8 libros de Pascal, 17 de FORTRAN, 6 de APL, 12 de COBOL y 20 de BASIC, jcudn-
tos de estos libros deben seleccionarse para asegurar que tendremos 10 libros que tratan del
mismo lenguaje de programacién?

5. Un auditorio tiene capacidad para 800 personas. ;Cuéntos asientos deben ocuparse para garan-
tizar que al menos dos personas sentadas en el auditorio tienen las mismas iniciales del nombre.
y del primer apellido?

6. 2) Sea§ CZ* ;Cudlesel valor minimo de | § | para garantizar la existencia de dos elementos

x, y € S tales que x y y tengan el mismo resto al dividirlos entre 1000?
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10.

1

12.

13.

14.

15.

b) ;Cuél es ¢l valor minimo de ntal que si § C Z* y | § | =, entonces existen tres elementos
%3 z € Stales que los tres tienen el mismo resto al divirlos entre 10007

) Escriba una proposicién que generalice los resultados de las partes (2) y (b) y ¢l ejemplo
543.

. &) Demuestre que si se seleccionan 151 enteros de {1, 2, 3, . . ., 300}, entonces 1a seleccién

debe incluir dos enteros x, y tales que x | yoy | x.
b) Escriba una proposicién que generalice los resultados de la pane (2) y el ejemplo 5.44.

. Demuestre que si seleccionamos 101 enteros del conjunto S={1,2,3,..., 200}, existenm, n

en la seleccion tales que med(m, n) = 1.

a) Muestre que si se seleccionan cualesquiera 14 enteros del conjunto §= {1,2,3,..., 25},
existen al menos dos enteros en esa seleccién cuya suma es 26.

b) Escriba una proposicién que lice los resultados de la parte (a) y el ejemplo 5.45.

Sea§={3,7,11,15,19,...,95,99,103}. ;Cuantos el de § debemos selecci para

asegurar que existen al menos dos cuya suma es 110?

a) Si se seleccionan 11 enteros de {1, 2, 3, . . . , 100}, demuestre que existen al menos dos, x
e que 0<% <1

b) Escriba una proposicién que g lice el Itado de la parte (a).

Sea ABC un tri 1 il conAB=1.Dx que si i s 10 puntos en el

interior de este trigngulo, existen al menos dos cuya distancia es menor de 1/3.

Sea ABCD un coadrado con AB = 1. Demuesire que si seleccionamos cinco puntos en el inte-
rior de este cuadrado, cxisten 2l menos dos cuya distancia entre sf es menor que 1/v/2.

Sead C{1,2,3,...,25) donde | A | =9. Para cualquier subconjunto B de A, d 03 con
5,12 suma de los elementos en B. Demuestre que existen subconjuntos distintos C, D de A tales
que|C|=|D|=5ys=s.

Sea S un conjunto de cinco enteros positivos, tales que el maximo de ellos es 9. Demuestre que
no todas las sumas de los elementos de todos los subconjuntos no vacios de § pueden ser
distintas entre si.

. Andrea tiene 46 piezas de papel it Si I, w (medidos en i ) denotan el

largo y el ancho, respectivamente, de cada pieza ng para esta situacién tene-
mos que I, w son enteros positivos, donde 1 = w =< [ < 90. De entre estos 46 rectingulos,
demuestre que Andrea puede seleccionar dos, digamos R, y R, de tal forma que R, cubra
completamente a R, al colocarlo encima de K;.

. ¢Cuintos enteros positivos entre 1y 30 (inclusive) debemos seleccionar para garantizar que

dos de ellos, digamos x, y, son tales que su mdximo comiin divisor es mayor que 1?

. Durante las primeras seis semanas de su (iltimo afio de escuela, Braulio realiza al menos un

resumen diario, pero ne més de 60 resimenes en total. Muestre que hay un periodo de dfas
consecutivos durante los cuales realiza exactamente 23 resimenes.

. a) SiSCZy|S|23, demuestre que existen x, y € S distintos tales que x + y es par.

b) Sea§ C Z*x Z*. Encuentre el valor mfnimo de | s | que garantiza la existencia de distintos
pares ordenados (x;, x,), (1, ¥2) € § tales que x;+ y1 y %+ ¥, s0n ambos pares.

) Extendiendo las ideas de las partes (a) y (b), consideremos § € Z°x Z*x Z*. ;De que
tamafio debe ser | § | para garantizar la existencia de distintas ternas ordenadas (x, X2, X3),
('t Y2 ) € S tales que x;+ Y1, X2+ ¥z, X3+ 3 sean todos pares?

d) Generalice los resultados de las partes (a), (b) y (c)-

e) Un punto P(x, y) en el plano cartesiano es un punto del reticulo si x, y € Z. Dados distintos
puntos del reticulo P(x, 1), P(x2, ¥2), - - - , Pa(%x ¥2), determine el valor més pequefio den
que garantice 1a existencia de P{x, ), PAx, ¥). | < i < j =< n, tales que el punto medio del
segmento de linea que une P(x.y:) con P((x,y,) sea también un punto del reticulo.
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Composicién de funciones
y funciones inversas

20. Seak € Z*. Demuestre gue existe un entero positivon tal que kin y los Gnicos digitos densa
CEero 'y tres.

5.6

Al hacer célculos con los elementos de Z, vemos que la operaci6n (binaria cerrada) dela
suma proporciona un método para combinar dos enteros, digamos a y b, en un tercr
entero, llamado a + b. Ademds, para cualquier entero ¢ hay un segundo entero d tal
¢+d=d+c=0; llamamos a d ¢l inverso aditive de c. (También es cierto que ¢ esel
inverso aditivo de d.)

En el caso de los elementos de R y 1a operacién (binaria cerrada) de la multiplicacién,
tenemos un método para combinar cualesquierar, s € R mediante su productors. Ademis,
para cualquierf € R tal que # #0 existe un nimero real u tal que ut= fu= 1. Al nimeroreal
u se le llama ¢l inverso multiplicativo de r. (El mimero real f cs también el inverss
multiplicativo de u). 3

En esta secci6n estudiaremos primero un método para combinar dos funciones en uz
sola funcién. Después desarrollaremos el concepto del inverso (de una funcién) para fus-
ciones con ciertas propiedades. Para esto, necesitaremos las siguientes ideas preliminares.

Ya hemos analizado funciones que son uno a uno y funciones sobre; veremos ahora
funciones con ambas propiedades.

Definicidn 5.15

Sif:A— B, entonces se dice quefes biyectiva, o es una correspondencia bivectiva, si fes
inyectiva y sobre.

SiA=1{1,23,4}y B={w x ) z}, entonces f= [(1, w), (2, x), (3, »), (4, 2)} es una
comrespondencia biyectivade A (en)a B,y g = {(w, 1), (x, 2). (3. 3). (z. 4)} s una corres-
pondencia biyectiva de B en (sobre) A.

Debemos sefialar que cuando usamos el término correspondencia en el capitulo 1y en
el ejemplo 3.10, el adjetivo une a uno estaba implicito aun sin haberlo establecido.

Para cualquier conjunto A distinto del vacio, siempre existe una correspondencia
biyectiva muy simple pero importante, como se verd en la siguiente definicién.

Definicién 5.16
a

La funcién 1,: A — A, definida como 1,(a) = a para todo a € A, es la funcién identidad
para A.
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Sif, g: A — B, decimos que fy g son iguales y escribimos f= g, si f(a) = g(a) para todo a
€A,

Un error comiin al trabajar con la igualdad de funciones sucede cuandof, g son funcio-
nes con un dominio comiin A yf(a) = g(a) paratodoa € A. Podria no serel caso quef=g.
El error ocurre al no poner atencién a los codominios de Ias funciones.

Seanf: Z — Z, g: Z — Q dondef(x) =x = g(x), para todox € Z. Entoncesj, g tienen como
dominio comin Z, la misma imagen Z y actian igual en cada elemento de Z. {Sin embar-
go, f= g! En este caso, f es una correspondencia uno a uno, y g s inyectiva pero no sobre;
asi, los codominios establecen una diferencia.

Consideremos las funciones f, g: R — Z definidas como sigue:

f(¥}={f;,J+L ::f,gi_z g(x)=[x], paratodo x ER

Six € Z, entonces f(x)=x= Ix] =g(x).

Parax € R-Z, escribimosx=n+rdonden € Z y 0 < r< 1. (Por ejemplo, six=2.3,
escribimos 2.3=2+0.3, conn=2yr=0.3; parax=—73 tenemos —7.3=-8 + 0.7, conn
=-8 y r=0.7.) Entonces

fy=[x] +1=n+1=[x]=30).

En consecuencia, aunque las funciones f, g estdn definidas por férmulas diferentes, nos
damos cuenta de que son la misma funcidn, ya que tienen el mismo dominio, el mismo
codominio y f(x) = g(x) para todo x del dominio R.

Ahora que contamos con los antecedentes necesarios, es liempo de analizar una opera-
cidén para combinar dos funciones apropiadas. Hemos visto operaciones que combinan
enleros y otras que operan en conjuntos. Ahora presentamos una forma de combinar dos
funciones apropiadas.

inicion 5.18

Sif:A— By g: B— C.definimos lafuncidn compuesta, que se denotag o f: A — C, como
(g o @) = g(f(a)), para cadaa € A.

SeaA={1.2.3,4}.B={a b c) yC={wx %z} conf: A %Bfﬁ;.Cdadas porf=
{(1,a). (2, @), (3,b). (4, ©)} y g = {(a, ), (b, ¥), (¢, 2)}. Para cada elemento de A encontra-
mos que:

(geND=g(fW)=g@=x (2B =g(fBGN=sB)=¥
(g=N@=g(f@N=g@=x (g=NH=g(f(4)=sgl)==
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Por lo que

gof ={(1,),(2,2.3.»). @4 2}

Seanf: R — R, g: R — R definidas por f(x) = x%, g(x) = x + 5. Entonces
(g=Nx) =3(flx)) =g(x’)=x*+5,

mientras que

(Fo@)0) =fg()) =flx +35)=(x + 5P =x"+10x + 25,

Aquigof:R—Ryjfog R— R, pero(gof)1)=6=36=(fo g)1); asi, aunque:
podemos formar ambas composiciones fo g ¥ g © f, no ocurre que f o g = g o . En conse-
cuencia, la composicién de funciones no es, en general, una operacion conmutativa.

La definici6n y los ejemplos de la composicién de funciones requieren que el codominig
de f=dominio de g. Si laimagen def € dominio de g, en realidad esto ser4 suficiente para
obtener la composicién g o f: A — C. Asi mismo, para cualquier f: A — B, observames
quefoly=f=1lzcf

Una idea importante siempre presente en matemiticas es la de analizar si al combinar
dos entidades con una propiedad en comiin se obtiene un resultade con esta propiedad. Por
ejemplo, si A y B son conjuntos finitos, entonces A N By A U B son también finitos. Sin
embargo, para conjuntos infinitos A y B, tenemos que A U B es infinito pero A M B puede
ser finito. (Dé€ un ejemplo.)

Para la composicién de funciones tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 5.5

Seanf:A—Byg:B—>C.

a) Sif, g son inyectivas, entonces g o fes inyectiva.
b) Sif, g son sobre, entonces g o f es sobre.
Demostracion: a) Parademostrarque g of: A — Ces inyectiva, sean a;, a, € A con (g of)
(@) = (g ° f)(@,). Entonces (g © f)(a) = (g ° Hla) = g(fla)) =
8(f(@)) = flam) =f(a:). ya que g es inyectiva. También, f(a,) = f(a)
= a,= &, ya gue fes uno a uno. En consecuencia, g o fes inyectiva.
b) Paragof:A— C, seaz € C.Yaqueg es sobre, existe y € B con g(y)
= z. Como fes sobre, existe x € A con f(x) = y. De agui z= g(¥) =
2(f(x)) = (g o /)(x), por lo que la imagen de g o f= C= al codominio
degof,ygofessobre.

Aunque la composicién de funciones no es conmutativa, sif: A - B, g: B—> C, yh:
C— D, ;qué podemos decir acerca de las funciones (h ¢ g) o fy k o (g o /)? Esto es, es
asociativa la composici6n de funciones?

Antes de considerar el resultado general, primero anali un ejemplo p:
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Seaf:R—-> R z:R—Ryh R R donde f(x) = & g(x) =x+ 5,y hx) = [ 42,
Entonces ({k © ) ¢ )(x) = (h = g}(f(0)) = (h 0 g)x) = h(g(e)) = h(2+ 5) = [F + 57 +2
= 5 +10x7 +27.

Por otro lado, vemos que (k o (g o £))(x) = k(g = F)(x)) = k(g(f(x))) =
h(g(®) = h(* + 5) = J(7 +5) +2 =/x* +10x* +27, como antes.

Asf, en este caso particular, (k o g) o f¥ h = (g = f) son dos funciones con el mismo
dominio y codominio, y paratodox € R, ({k 0 g) o f)(x) =m =(helge ).
En consecuencia, (ko g) e f=ho(gof).

Al analizar nuestro siguiente teorema, veremos que ¢l resultado del ejemplo 5.55 es
verdadero en general.

Sif:A—B,g:B—>C,yh: C— D, entonces (heg)of=ho(gof).
Demostracién: Como las dos funciones tienen el mismo dominio, A, y el mismo codominio,
D, el resultado se seguird al mostrar que para todox € A.((h e g) o f)}{x) = (h o (g o f)(x).
(Véase el diagrama de la figura 5.8.)

Con la definicién de la funcién compuesta enconiramos que

(5 =g)of)x) = (R =) (f(x)) = h(g(f(x)))
mientras que
(h=(g=f)x) = ~((z=)(x) =Ale(F)).
En consecuencia, la composicién de funciones es una operacién asociativa.

(hegi=f

hs{g=1)
Figura 5.8

Debidoe ala propiedad asociativa para la composicién de funciones, podemos escribir
hogof,(hog)ofoho(gsf)sinproblemas de ambigiiedad. Ademds, esta propicdad nos
permite definir las potencias de funciones, cuando corresponde.
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Definicién 5.19  Sif: A — A, definimos f'=f y paran € Z*, f™'=f o (f*).

Esta definicidn es otro ejemplo en gue el resultado se define recursivamente. En f='=
Fo (f), vemos que f~! depende de una potencia previa, f~.

SiA={1,2.3,4},yf: A — Aestidada porf={(1, 2), (2, 2), (3. 1), (4, 3)}. tenemos que
fr=fef=1{(1.2).(2.2).(3.2). @, W} yf=f=f*=fofof={(1,2).(2.2).(3,2), (4.2}
(;Quésonfiy f*7)

Pasemos ahora a la dltima idea de esta seccién: la existencia de la funci6n invertible y
algunas de sus propiedades.

Definicién 5.20 Para los conjuntos A, B € 9, si 2 es una relacién de A a B, entonces la inversa de %,
denotada &°, es la relacién de B a A definida por &°= {(b, a) | (a, b)) ER}.

Para obtener & de &, simplemente intercambiamos las componentes de cada par orde-
nadoen@. Asf,siA={1,2,3,4}.B={w x, y} yR = {(1,w), (2, w), (3, x)}, entonces F
={(w, 1), (w, 2). (x, 3)}, una relacién de Ba A.

Para los mismos conjuntos anieriores A, B, seaf: A — Bdadaporf={1,w), (2,x), (3,5
(4, x)}. Entonces f*= {(w, 1), (x, 2), (. 3), (x, 4)}, una relacién, pero no una funcidn, de B
en A. Queremos analizar las condiciones en las que la inversa de una funcién da come
resultado una funcién; pero antes de pasar a un nivel demasiado abstracto, consideremos
el ejemplo siguiente.

ParaA={1,2,3} yB={w x y}, seaf: A— Bdadaporf={1,w). (2,x), (3.5)}. Entonces
*={(w, 1).(x,2), (¥, 3)} es una funcién de BenA y observamos que f*o f=1, yfof'=1,

Este ejemplo finito nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 5.21  Sif: A — B, entonces se dice que fes invertible si existe una funcién g: B = Atalque g o f
=1,yfeg=1,

Nétese que la funcién g en la definicién 5.21 también es invertibleg

Sean f, g: R — R definidas por f(x) = 2x + 5, g(x) = (1/2)(x — 5). Entonces (g o f)}x) =
2(f(x)) = g(2x + 5) = (UD(2x + 5151 = x, y (fo g)x) = flg(x)) = F((1/2)(x - 5)) = 2[(1/2)
(x-5)]+5=x porloquefog=1ygof=1.En ia, fy g son funci
invertibles.
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Habiendo visto algunos ejemplos de funciones invertibles, deseamos ahora mostrar
que la funcién g de la definicién 5.21 es dnica. Por lo tanto, encontraremos los medios
para identificar una funcién invertible.

Si una funciénf: A — B es invertible y una funcién g: B — A satisface g o f=1,y fog=
1,, entonces esta funcién g es Gnica.

Demostracién: Si g no es tinica, entonces existe otra funcién i: B— Aconhof=1,yfoh=
1;. En consecuencia, h=ho lg=he (fog)=(hoflg=l,0g=¢.

Como resultado de este teorema, llamaremos a la funcidn g la inversa de f y adoptare-
mos la notacién g = f. El teorema 5.7 también implica que f~'= f<.

Podemos ver que cuando fes una funcién invertible, también lo es la funcién f, y ()=
f, otra vez por la unicidad del teorema 5.7. Pero todavia no sabemos qué condiciones sobre
£ garantizan que f sea una funcién invertible.

Antes de plantear nuestro siguiente teorema, notemos que todas las funciones invertibles
de los ejemplos 5.57 y 5.58 son biyectivas. En consecuencia, estos ejemplos dan sentido al
siguiente resultado.

Una funci6n f: A — B es invertible si y s6lo si es inyectiva y sobre.
Demostracién: Si f: A — B es invertible, tenemos una tinica funciéng: B—A cong of=1,,
fog=1, Siay, a, € Acon f(a) =f(a,). entonces g(f(a)) = g(f(@)). 0 (g o Nla) = (g o f)
(a,). Como g o f=1,, se sigue que a,= a,, por lo que fes inyectiva. Parala propiedad de ser
sobre, sea b € B. Entonces g(b) € A, por lo que podemos hablar de f(g(b)). Comofo g =
15, tenemos que b = 15(b) = (f = g)(b) = f(2(P)), y f es sobre.

Reciprocamente, supongamos que f: A — B es biyectiva. Como fes sobre, para cada
b € Bexiste una E A con f(a) = b. En consecuencia, definimos la funcién g: B — A como
2(b) = a, donde f(a) = b. Esta definici6n produce una inica funcién. El tinico problema
que podria surgir es si g(b) = a, # a;= g(b) ya que fla)) = b= f(a,). Sin embargo, esta
situacién no puede suceder si fes uno a uno. Nuestra definicidn de g es tal que g of=1,y
fe g= 15, por lo que encontramos que f es invertible, con g = f~.

Por el teorema 5.8 se sigue que la funciénf;: R — R definida porf(x) =x*no es invertible
(no es inyectiva ni sobre), perof;: [0, + e)—[0, + <) definida por f,(x) =x*es invertible y
£loy=vx

El siguiente resultado combina las ideas de composicién de funciones y la inversa de
una funcién. La demostracién se deja al lector.

TEDREMA 5.9

Si f: A — B, g: B— Cson funciones invertibles, entonces g o f: A — Ces invertible y

of'=f"og"
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Habiendo visto algunos ejemplos de funciones y sus inversas, nos preguntamos si exis-
te un método algebraico para determinar la inversa de una funci6n invertible. Si la funciéa
es finita, simplemente intercambiamos las componentes de los pares ordenados dados.
¢ Pero qué sucede si la funcién estd definida por una férmula, como en el ejemplo 5.597

Afort d ate, el dlgebra d a ser un poco més que un andlisis cuidadoso de
“intercambio de componentes de pares ordenados™. Esto se demuestra en los siguientes
ejemplos.

Param, b € R, m #0, la funcién f: R — R definida por f= {(x, y) |y=mx+b} es una
funcidn invertible, ya que es inyectiva y sobre.
Para obtener /- notamos que

=)y =mx +bY ={(y,x)|y = mx + b}
={(x)lx = my + b} ={(x )|y = (W/m)(x - B)}.
Aqui es donde quisiéramos intercambiar

las componentes de los pares ordenados de f.

Asi, f: R — R estd definida por f(x) = mx + b, y f': R — R estd definida por f'(x)=
(1U/m)x — b).

Seaf: R — R* definida por f(x) = %, donde e = 2.7183, la base del logaritmo natural. De
la gréfica de la figura 5.9 vemos que fes inyectiva y sobre, por lo que /' : R*— R existe
yf={N|y=et={xr Y|x=e}={(x,y) | y=Inx}. de donde f (x) = In x.

Debemos notar que lo que sucede en la figura 5.9 sucede en general. Es decir, las
grdficas defyf~! son simétricas respecto a larectay = x. Por ejemplo, el segmento de recta
que conecta los puntos (1,e) y (e, 1) es bisecado por larectay = x. Esto vale para cualquier
par de puntos correspondientes (x, f(x)) y (F(x), F(0)).

Figura 5.9
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Este ejemplo también produce las siguientes férmulas:

x=1p(x)=(f"f)(x) =In(e"), paratodo.x ER.
x =1 (@) =(fof )x)=€"% paratodox>0.

El resultado x = ¢®<, para x > 0, es bastante dtil. En la implementaci6n estindar de
Pascal, no existe la exponenciacién. Para determinar 2°, podemos aplicar la multiplicacién
repetitiva, pero esto es ineficaz si se trabaja con un niimero como (5.73)**. Comoexpy In
son funciones definidas en Pascal, podemos determinar (5.73)*** volviéndolo a escribrir
comoe* 255 ya que 5.73 = £ de la férmula anterior. Esto produce exp(4.32 * 1n(5.73))
en Pascal.

Aun cuando una funcién f: A — B no sea invertible, el simbolo f! tiene uso en el
siguiente sentido.

efinicién 5.22

Sif:A— By B, C B, entonces f'(B)={xE A lf{x) € B}. Al conjunto f(B,) se le
conoce como la preimagen de B, mediante f.

;Cuidado! Aunque tengamos el concepto de una preimagen para cualquier funcién, no
toda funcién tiene una funcién inversa. En consecuencia, no podemos suponer la existen-
cia de una inversa para una funcién f sélo porque se usa el simbolo f~'. En este caso, se
necesita un poco de precaucion.

SeaA,BC Z*dondeA={1,2,3,4,5.6} yB={6,7,8,9,10}. Sif: A— Beonf={(1,7),
(2, 7). (3, 8), (4, 6), (5, 9). (6, 9)}, entonces se obticnen los siguientes resultados.

a) Para B,= {6, 8} C B, tenemos que f(B,) = {3.4}, yaquef(3)=8 y f(4) =6,y para
cualquier @ € A, f(a) & B, a menos que a = 3 0 a = 4. También aqui notamos que

|fF@y|=2=]8]

b) Enelcasode B;={7, 8} C B, como f(1) =f(2) = 7 y f(3) = 8, encontramos que la
preimagen de B; mediante fes {1,2.3}. Yaqui | f'(B) [=3>2= | B:].

¢) Ahora consideremos el subconjunto B;= {8, 9} de B. Para este caso se sigue que
£ (Bs) = (3, 5. 6}, ya que f(3) = 8y f(5) = f(6) = 9. También encontramos que ™
B)|=3>2=|B].

d) Finalmente, si B.={8.9, 10} C B, entonces, con f(3) = 8 y f(5) =£(6) =9, tenemos
que f(Bs) = {3, 5, 6}. AsL, f'(Bs) =f'(B;) aun cuando B, D B;. Este resultado se
sigue del hecho de que no hay ningin elemento a en el dominio A tal que f{a) = 10,
es decir, f£({10}) = @.

Cuando F: A — B, entonces para cualquier b € B escribiremos f'(b) en vez de f({b}).
Para la funcién del ejemplo 5.62, encontramos que

=@ o= Fe=8 re=56 =0
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Sea f: R — R definida por

_[ =-5 x>0
f(")‘{-snz, x=0.

a) Determine £(0), f(1), fl-1), F(53). F513), f2) Y F-2).
b) Encuentre f-'(0), f'(1). f(=1), /(2. F'(=2). £ (3), F(=3), y F(=6).
¢) ¢Cuiles son los conjuntos f~1([-5. 5]) y f-([-6. 5])?

8 f(O)=-3(0)+1=1 F(5/3)=3(53)-5=0
F)=31)-5=-2 F(=53)=—3(-5/3) +1=6
FED=-3(-)+1=4 f@=32)-5=1

F(=2)=-3(-2)+1=7
b) f7(0) = {x ER|f(x) €{0}} = x ER| f(x) =0}
ZER[x>0¥3x-5=0tU{xER|x=0y —3x+1=0}
ZER[x>0yx=5B8}UxER|x=0yx=1/3}
={5/3tu0={5/3}

[Note que la linea horizental y = 0 (es decir, ¢l gje x) interseca la graficaen la
figura 5.10 dnicamente en el punto (5/3, 0).]

Figura 5.10

Q) ={ER|fx)e{}={xER[f(x) =1}
=xeERx>0y3x-5=1JUER|x=0y-3x+1=1}
={xER[x>0yx=2JULKER|x=0yx=0}
={2tu{0}={0,2}

L [Aqui observamos que la linea punteada y =1 interseca la grafica de la figura
en los puntos (0, 1) y (2, 1}.]
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fU-1)=&ER|x>0y3x—5=—1JU{xER|x=0Y3x+1=-1}
={xeR[x>0yx=4/3}UxER|x=0yx=2/3}
={4/3ru0=1{4/3}

IR ={-13.73 -2={
@) =1{-213.8/3 =3 =23
FU-6)={xER[x>0¥3x -5 =—6lUxER|x=0y —3x +1=—6}
=xER[x>0yx=—1/3UKER|x=0yx=T7/3}

=pud=29
d F-5.5) = x| fx) €[5, 5} ={x| -5 =f(x) =5}
(Caso1) x>0: —5=3x—-5=5
0=3x=10
0=x =< 10/3—usamos 0 <x =10/3.
(Caso 2) x=0: —5=-3x+1=5
—6=-3x=4

2= x = —4/3—usamos —4/3=x=0.

Entoncesf([-5.5])={x |—4.’3 = x=<000<x< 10/3} =[-4/3, 10/3). Como
no hay puntos (%, ¥) en la gréfica (de la figura 5.10) tales que y = -5, se sigue
de nuestros cdlculos que ([, 51 =f([-5, 51) =f'((-5, 51) = [-4/3, 10/3].

Ejemplo 5.64

a) Seaf:Z — R definida por f(x) = x*+ 5. La tabla 5.9 enumera f'(B) para varios
subconjuntos B del codominio R.

b) Sig: R — R se define como g(x) = x*+ 5. los resultados de la tabla 5.10 muestran
c6mo un cambio en el dominio (de Z a R) afecta las preimdgenes (de la Tabla 5.9).

Tabla 5.9 Tabla 5.10
B 8 B B
{6} {~1,1) {6 {-1.1}
671 L8 [6.71 E—\/i,—llu[l,ﬁ]
[6,10] {-2,-1,1,% [6.10] [-V5,-1]Ul1,V5]
[-4.5) ] [-4,5) [
[-4,5] {0} [-4,5] {0
[5.+%) z [5, +=) R

En nuestro siguiente resuliado aparece el concepto de preimagen junto con las opera-
ciones de conjuntos (intersecci6n, unién y complemento). El lector debe notar la diferen-
cia entre la parte (a) de este teorema y la parte (b) del-teorema 5.2.
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TEOREMA 5.10

Sif:A— By B, B, C B, entonces (a)f"(B, N B))= f(B) N (B}
(b) S B, UB)=f"(BY U By ) (B) =18

Demostracién: Demostraremos la parte (b) y dejamos las partes () y (c) para el lector
Paraa EA,a Ef(B, UB,) & f(a) E B, U B, & f(a) EB,of(a) E B = aEf (B
aEf By a € fH(B)US(B)

Utilizando la notacién de la preimagen, vemos que una funcién f': A — B es inyectiva
si y s6lo si |f‘1{b) | =< lparacadab €B.

Las matemdticas discretas estudian principalmente los conjuntos finitos, y el dltimo
resultado de esta seccidn demuestra que la propiedad de ser finito puede llevar a resulta-
dos que no logran ser ciertos en general; ademds de ilustrar una aplicacién del principio
del palomar.

TEOREMA 5.11

Sea f:A— Buna funcldn para los con]untos finitos A y B, donde | A | = | B |. Entonces
las sigui proposici son equival > () fes inyectiva; (b) fes sobre; y (c) fes
invertible.

Demostracion: Ya hemos demostrado en el teorema 5.8 que (c) = (a) y (b). y que (a},
(b) = (c). En consecuencia, este teorema quedard demostrado si vemos que para estas
condiciones sobre 4, B, (a) < (b). Si suponemos (b) y f no es inyectiva, entonces existen
elementos a;, @; € A, con a; # s, tales que f(a,) =f(a.). Entonces | 4 | > | f(A) | =| B
lo que contradice ¢l hecho de que | A | = | B|. Por ¢l contrario, si f no es sobre, entonces
|f4) | < |B|.Si|A|=|B|tenemos que | A | > | f(A) |, y el principio del palomar
implica que fno es inyectiva.

Utilizaremos el teorema 3.11 para verificar la identidad combinatoria del problema &
que aparece al comienzo de este capitulo. Sin € Z*y | A | =| B| = n, hay n! funciones
uno a uno de AaByY o (—1"( ) n—k)" funciones sobre de A a B. La igualdad
n! E (= 1% "k)(n k)" es entonces el equivalente numérico de las partes () y (b) del
teorema 5.11_ [Esta es también la razén por la cual todos los elemenios de la diagonal
S(n, n), 1 = n < 8, de latabla 5.1 son iguales a uno.]

EJERCICIOS 5.6

1. Seanf:A— B, g: C— D.Definah: AxC — B x D como
h{a,c)= (f(a).&(c))-
Dermuestre que h s biyectiva si y sdlo si f'y g son biyectivas.
2. Seanf g h: Z — Z definidas por f(x) =x -1, g(x) = 3x,
_J0, xpar
A {1, X impar.

Determine (a)fe g.gof.gohhog folgoh)l(fog) ek
[OVES o o8 4

3. Si%l esununiverso dade con S, T C 9L (fijos), defina g: P(U) = P(AU) por g(A)=TN (SU
A) para A C AL Demuestre que g*=g. z
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4.

5.
6.

»

16.

¥7:

Seag:NaNdeﬁnidapmg(n)=2n.SiA={1,2,3.4]yf:A—)NatédadaPDrf=([l.2),
(2.3),(3,5), (4, T}, encuentrc g = f.
5mﬁg:R—>Kdnndeg(x)=l—x+.r’yf(x):ax+b.5i(g o f)(x)=9x’- 9x+ 3, determine a,b.
Seanﬁg:R4Rd.ondef{x):ax+byg(z)=c:+d’paracua]quier1€&mna,b,c,d
constantes reales. ; Qué relacidn(es) deben satisfacera, b, ¢, dsi(fe 2)(x) = (g = /)(x) para todo
x€ER?

. a) ParaA={1,2.3,...,7], ;jcuéntas funciones biyectivas f: A — A satisfacen f(1) # 1?7

b) Responda laparte (a) parad = {x | xEZ", 1 sx < n}.
2) Para A = {-2, 7] C R, defina las funciones f g: A — Rpor
-8
=2x-4 ==
f=) ¥ e

Verifique que f = g.
b) ;Se afecta ¢l resultado de 12 parte (a) si cambiamos A por [-7, 2)?

. Sid, BCO yg‘t],.@l;_C_AxB.demues(reque.(a)(Ql,U9ﬁ‘=9§§U9&§:(b){52§ﬁ9ﬂﬂ‘=

FE N R5 ¥ (€ R =R

. Para cada una de las siguientes funciones f: R — R, determine si fes invertible, y si lo es,
determine -
8) f={Ezy)|x+3y=T b) f={(xy)|ax+by=cb#0}
o f={=yly=x} @ f=iEyly =x*+2}

. a) Encuentre la inversa de la funcién f: R —» R* definida por f(x) =,

b) Demuestre que fo f ' = lg. y o f=la

. Determinef para (2) f:R > R, f() == (01 f: R 5 R, flx, ) = (3. 2); (¢) f: R (RxR?).
Jlx y)=(3xe).

. Demuestre ¢l teorema 5.9.

. SiA, BCZ'conA={1,2,3,456,7}yB={24 6.8,10,12),y f: A — Bdondef=

{1, 2). (2, 6). (3, 6), (4, 8), (5. 6). (6. 8), (7, 12)} determine la preimagen de B, mediante fen
cada uno de los siguientes casos.

a) B.={2} b) B:={6} ¢) B,=1{6.8}

d) B,=1{6,8,10} €) B,=1{6,8,10,12} f) B,={10,12}

. Seaf: R — R definida por

x+7, x=<0
f(x)={-2:+5, D<x<3
=1, 3=x
2) Encuentre f-'(=10), £%(0), £, £1(6). 7 (D y /(8.
b) Determine la preimagen mediante f de cada uno de los intervalos (i) [-5, —1L @i) -5, 0%
(Gii) [-2, 41; () (5, 10); y. (v) [11, 17).
Sea f: R — R definida por fix)} = 22 Para cada uno de los siguientes subconjuntos B de R,
encuentre f~'(B).

8 B={0.1} b B=1{-1,0,1} o B=[0,1)
d) B=[0,1) ¢ B=[-1,1] f) B =[0,4]
g B=[0,1]U[4,9] k) B=(0,1]U(4.9)

Determine tres subconjuntos infinitos B de R para los cuales f(B) = 8.

SeaA, BC Z*dondeA={1,2,3,4,5)yB=1{6,7,8.9. 10, 11, 12}. ;Cuéntas funciones f:
A — B son tales que £({6, 7.8} = {1,2}? v
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18.

19.

20.

21.

-

22.
23.
24,

25.

26.

Sea f: R — R definida por f(x) =| x|, ¢l mayor entero menor o ignal que x. Encuentre f(8)
para cada uno de los siguientes subconjuntos B de R.

a) B={0,1} b) B={-1,0.1} o B=[0,1)
d) B=[0,2) e B=[-1,2) f) B=[0,1]
g B=[-12] B B=[-1,00U(1,3]

Seanf, g: Z*— Z* donde para todo x € Z°, flx) =x + 1 y g(x) = méx{1, x— 1}, el mdximo de
lyx-1
a) ;Cudl eslaimagendef?  b);Esfuna funcién sobre? c) ;Es la funcién funo a uno?
d) ;Cudl eslaimagende g7 &) ;Es g una funcién sobre? f) ;Es la funci6n g uno a uno?
g) Pruebe que g o f=14. h) Determine (o gi(x) parax=2,3,4,7, 12y 25.
i) ;Las respuestas de las partes (b), (g} y (h) contradicen los resultados del teorema 5.8?
Sean f, g, b, k: Z'x Z~— Z" las operaciones binarias cerradas definidas para todos (g, b) €
Z*x Z* por

FlabB)=a+b, g(a.b)=ab,

h(a,b) =min{a, b}, k(a, b) = méx{a, b}.

a) ;Son estas funciones uno a uno?

b) ;Sonjf, g hy kfunciones sobre?

c) ;Son estas funciones invertibles?

d) Determine f(3), £7(4), £7(5), g7(4), g7(6). g7(T), g7'(®). ¥ g7'(16).

€) Paran € Z°, ;cudnto vale | f(n) |2

f) ;Cuénto vale | g(p) |, parap primo? ;Cudnto vale | g7(7%) |? ;Cuénto vale | g'(p™) | para
mezZ?

g) Sip. g son primos distintos y m, n € Z°, ;Cuanto vale | g(p ¢ |?

h) ¢Seon infinitos algunos de los siguientes conjuntos?
DA R)k'4) @R (n)nEZ @k (n)neZ*

i) Determine el niimero de elementos de cada uno de los conjuntos finitos de la parte (h).

Sean, g, h las siguientes operaciones binarias cerradas en F(Z*). Para 4, B C Z*, f(4, B) =

ANB, gA, By=AUB hid, By=AAB.

a) ;Son estas funciones inyectivas?

b) ;Sonj, g y h funciones sobre?

¢) (Es invertible alguna funcién?

d) (Es infinito alguno de los siguientes conjuntos?

D 7 @) g7(@) (3) A7)
@ £ (5) g7'(@2n 6) 7'{3Y
M @M (®) g7'(8.12 ©) B9

€) Determine el mimero de elementos de cada uno de los conjuntos finitos de la parte (d).
Demuestre que f: A — B es inyectiva si y sélosi | f(b) | < 1 paratodo b € B.

Demuestre las partes (a) y (c) del teorema 5.10.

a) Déun ejemplo de una funciénf: Z — Z tal que fsea (i) uno a uno pero no sobre; y (ii) sobre

Pero no uno 2 uno.
b) iContradicen los e;emplos de la parte (a) ¢l teorema 5.117

Seaf: Z — N definida por

_jx—=1  six>0

f (’}’{-z‘, six=0.

2) Demuestre gue f es inyectiva y sobre. b) Determine £
Si| A |=|B| =3, ;cusntas funciones f: A — B son invértibles?
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27. Seanf g, h, k N — Ntales quef(n) =3n, g(n) = |#/3]. h(n) = | (n + 1)/3], y k(n) =|n+23],
para cada n € N. a) Para cada n € N jcudnto valen (g < fi(n). (h o fXn), ¥y (ko H(n)? b)
¢Contradicen los resultados de la parte (a) el teorema 5.77

28. Seanf: A — B, g: B - C. Demuestre que (a) g ¢ f: A — Csobre = g sobre; y, (b) g o fr:A > C
inyectiva = finyectiva.
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En la seccién 4.4 presentamos el concepto de algoritmo, siguiendo los ejemplos establ
dos por ¢l algoritmo de la divisién (de la Sec. 4.3) y el algoritmo de Euclides (de la Sec.
4.4). En esos ejemplos tratamos ciertas propiedades de un algoritmo general.

® La precisién de las instrucciones individuales paso por paso
® La entrada proporcionada al algoritmo y la salida que el algoritmo proporciona

® La capacidad del algoritmo para resolver ciertos tipos de problemas, no sélo casos
especificos del problema

® La unicidad de los resultados intermedios y finales, basados en la entrada

® La naturaleza finita del algoritmo, en el sentido de que termina después de la ejecu-
cién de un ndmero finito de instrucciones

Cuando un algoritmo resuelve correctamente cierto tipo de problema y satisface estas
cinco condiciones, entonces es posible seguir analizdndolo como sigue.

1) ;Podemos medir de alguna manera lo que tarda el algoritmo en resolver un proble-
ma de cierto tamafio? Si logramos hacerlo, esto puede depender, por ejemplo, del
compilador utilizado, por lo que queremos desarrollar una medida que no dependa
de aspectos como ¢l tipo de compilador, la velocidad de ejecucién u otras caracte-
risticas de un computador dado.

Por ejemplo, si queremos calcular n! para n € Z°, jcon qué rapidez podemos
hacerlo? Si queremos calcular a” paraa € R y n € Z*, jexiste alguna “funcién de n”
que nos describa la rapidez con la que un algoritmo dado para tal exponenciacién
lleva a cabo esta tarea?

Supongamos que podemos contestar preguntas como la planteada antes en ¢l punto
1. Entonces, si tenemos dos (o mds) algoritmos que resuelven un problema dado,
¢habré tal vez una forma de determinar si un algoritmo es “mejor” que otro?

2)

-~

+ El material de las secciones 5.7 y 5.8 puede dejarse por el momento. No se utilizard mucho hasta el
capitulo 10. El dnico ugar donde aparecerd este material antes del capitulo 10 es el ejemplo 7.13, pero éste
puede omitirse sin perder la continuidad. -



294 Capitulo 5 Relaciones y funciones

En particular, supongamos que queremos analizar el problema de determinar si cierio
nimero real x estd presente en la lista de 7 nimeros reales a;, a,, . . . , a,. Aquf tenemos un
problema de tamafio n.

Si existe un algoritmo que resuelve este problema, jcudnto puede tardar en hacerlo?
Para medir esto, buscamos una funcién f(n), lamada funcién de complejidad en tiempa
del algoritmo. Esperamos que el valor de f(n) (tanto aqui como en general) se incremente
al incrementarse n. Ademés, nuestro interés principal al tratar cualquier algoritmo es la
forma en que se comporta éste con valores grandes de n.

Para analizar lo descrito hasta ahora de manera general, necesitamos presentar la si-
guiente idea fundamental.

Definicion 5.23 Seanf, g: Z* = R. Decimos que g domina a f (o f es dominada por g) si existen constantes
mER+yk € Z* tales que | f(n)| < m |g(n)| para todo n € Z*, donde n 2 k.

Observemos que si consideramos los valores def(1), (1), f(2).£(2), . . ., hay un punto
(a saber, k) después del cual el tamafic de f(n) estd acotado en la parte superior por un
muiltiplo positivo (m) del tamafio de g(n). Ademds, si g domina af, entonces | fin¥e(n)| =m
[es decir, el tamafio del cociente f(n)/g(n) estd acotado por m), para aquellos n € Z* tales
quenzkygin)=0.

Cuando f'es dominada por g, utilizamos la notacién llamada “O maydscula” para esto,
escribiendo f € Ofg), donde Ofg) se lee como “de orden g” o bien “O mayiscula de g”.
Como lo sugiere la notacién 'f € O(g)”, O(g) representa el conjunto de todas las funciones
con dominio Z* y codominio R dominadas por g. Estas ideas se demuestran en los siguien-
tes ejemplos.

Seanf, g: Z*— R dadas porf(n) = 5n, g(n) =n?, paran € Z*. Si calculamos f(n) y g(n) para
1 < n < 4, encontramos que f(1) = 5, g(1) = 1; f(2) = 10, g(2) = 4; f(3) = 15, g3} = % },
f(4) =20, g(4) = 16. Sin embargo, > 5 = n* > 5n, y tenemos que | f(n) | = 5n < n*=
| gln) |.A$f, sim=1yk=5, tenemos que n 2 k, |f(n)] =m Ig{n)|. En consecuencia, g
domina afy f € O(g). [Observe que | f(n)/g(n)| est4 acotado per 1 paratodo n 2 5.]

También nos damos cuenta de que para cualquier 2 € Z*, | f(n)| = 5n < 5n%=5 |g(n)].
Aquf se muestra el dominio defporg, conk =1 y m =5. Esto es suficiente para demostrar
que las constantes k y m de la definicién 5.23 no necesitan ser tnicas.

Ademds, podemos generalizar este resultado si consideramos ahora las funciones f;, g;:
Z*— R definidas por fi(n) = an, g:(n) = bn?, donde a, b son nimeros reales distintos de
cero. Sim € R*ym |b| 2 |a|, entonces paratodon 2 1 (= k), | fiw)| = |an| = |a|n =
mlb|n<m|b|=m|bn’|=m | gu(n)|.y asif € Og)).

En ¢l ejemplo 5.65, observamos que f € O(g). Si revisamos las funciones f y g, quere-
mos ahora mostrar que g € O(f).

T Podriamos también estudiar la funcién de complejidad en espacic de un algoritmo, que necesitamos
cuando intentamos medir la cantidad de memoria ida para la i6n de un algoritmo en un problema
de tamafio n. Sin embargo, en este texto limitaremos nuestro estudio a la funcién de complejidad en tempo.
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Una vez més, sean f, g: Z*— R definidas por f(n) = 5n, g(n) = n’, paran € Z*.
Si g € O(f), entonces en términos de cuantificadores, tendriamos que

ImeR IkEZ VYR EL [(n=k)=>|g(n)|=m|f()]].
En consecuencia, para mostrar que g & O(f), necesitamos verificar que
VmeER'VkEZ In€Z [(n= k) A(g(m)|>m|f(n])]

Para esto, primero debemos darnos cuenta de que m y k son arbitrarios, por lo que no
tenemos control sobre sus valores. El dnico niimero sobre el cual tenemos control es el
entero positivo n que selecci os. Ahora bien, ind di iente de los valoresde m y
k, podemos seleccionarn € Z* tales que n> méx{5m, k}. Entonces n = k (en realidad, n > k)
yn>5m=r?> 5 mn, por lo que |g(n)| = > Smn=m |Sn| = m | f(n)| y g & O(N).
Para quienes que prefieren el método de demostracién por contradiccién, presentamos un
segundo punto de vista. Si g € O(f), entonces tendriamos que

=] g(n)| =m|f(n)| =mn

para todo n = k, donde k es algin entero fijo positivo y m es una constante (real). Pero
entonces, de n> < mn deducimos que n < m. Esto es imposible ya que n(€ Z*) es una
variable que puede crecer sin limite mientras que m es constante.

a) Seanf, g: Z*— R dadas por f(n) = 5n°+ 3n + 1 y g(n) = n*. Entonces | fm)| = | 5n?+
3n+1|=5n2+3n+1< 5%+ 30+ n*=9n*= 9|g(n)|. De aquf tenemos que para
todon=1(=k), Eﬂnﬂ = m|g(n)| para cualquier m 2 9,y f € O(g). En este caso
también podemos escribir g € O(n?).

Ademis, |g(n)| =n* < 5#° < 5+ 3n+ 1= | fn)| para todo n = 1. Por lo que

| g(n) | = m| fin)| para cualquier m 2 1y para todo n > k > 1. En consecuencia, g

€ O(f). [De hecho, O(g) = O(f); s decir, cualquier funci6n de Z*a R dominada por

fo g estd también dominada por la otra funcién. Examinaremos este resultado para
el caso general en la seccién de ejercicios.]

b) Consideremos ahora f, g: Z*— R con f(n) = 3n°+ Tl —4n + 2y g(n) = n*. Aqui
tenemos que | f(n)| = |3+ TR —4n+2| < |30} | + [Tr?| + |—dn| + |2] =3n°+ Tn
+ 43+ 2= 16n°=16|g(n)|, paratodon > 1. Asi, sim =16 y k= 1, tenemos que f
est4 dominada por g, y f € O(g), of € O(n?).

Como 7n — 4 > 0 para todo n = 1, podemos escribir n* < 30 < 3n*+ (Tn—4)n +
2sin 2 1. Entonces |g(n)| = | f(n)| paratedon 2 1,y g € O(f). [Como en la parte
(a), también tenemos O(f) = O(g) = O(n*) en este caso.]

Generalizaremos los resultados del ejemplo 5.67 como sigue. Seaf: Z*— R tal que f(n) =
anE a4 -+ @+ Qi + G, PATAd,, Gy, - - - » G2, A1, G € R, 4,# 0,7 € N. Entonces

/)] = |ar + ayn'™ + - -+ an® +ayn + ag
=|an]|+|acn |+ + e’ + |an] +|ad
= |ajn’ + |@qn™ - - - + |l + | @iln + |l
= |ajr’ + |G| + - - - + |adn’ + |aifn' + | aglnt

I EC I RN eV T e nr s eyl CH BTy quwy powews SR L3O |
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Enla definicién 5.23, seam=| a, |+ | @ | +---+| @ | +|a: | + | 4o | yk=1,y seag
7 — R dada por g(n) = n'. Entonces | f(n)| < m|g(n)| para todo n 2 k, por lo que fesid
dominada por g, o f € O(n').

También es cierto que g € O(f) y que O(f) = O(g) = O(x’).

Esta generalizacién proporciona los siguientes resultados acerca de algunas sumas.

a) Seaf:Z'— Rdadaporf(n)=1+2+3+---+n. Entonces (de los ejemplos 1.38 y
1.41), f(m) =()(m)(n +1) =(1)n? +(4)n, por lo que f(m) = 37,1 € O(n?).

b) SigiZ*=>Rceong(n)=1?+22+3 +. .-+ n’ = (£)(n)(n + 1)(2n + 1) (del ejemplo
4.3), entonces g(n) :(%)s'z3 + (%)n? +(HnE o(n).

¢) Sit& Z'yh: Z*— Restd dada por h(n) =¥ °i', entonces A(n)} = 1'+ 2+ 3"+ - -~
+n' = +n+n'+ -+ n'=n(n')=n", porlo que h(n) € O(n'*).

Ahora que hemos analizado varios ejemplos de dominio de funciones, cerraremos esta
seccion con dos dltimas observaciones. En la siguiente seccién aplicaremos la idea de
dominio de una funcién en ¢l andlisis de algoritmos.

1) Al analizar el concepto de dominio de una funcién, buscamos la mejor cota (o la
més fina) en el siguiente sentido. Supongamos que f; g, #: Z*— R son tres funcio-
nes tales que f € O(g) y g € O(h). Entonces también tenemos que f € O(h). (Pedi-
remos la demostracion de este hecho en los ejercicios.) Sin embargo, sik & O(g), la
proposicion f € O(g) es una “mejor” cota sobre | f(n)| que la proposicién f €
O(h). Porejemplo, sifin) =5, g(n)=5ny h(r) =n*, paratodon € Z*, entoncesf € O(g),
g € O(h) yf € O(h) pero h & O(g). Por lo tanto, nos interesa m4s la proposicién
fE Og) que f € O(h).

2) Ciertos 6rdenes, como O(n) y O(n?), aparecen con frecuencia cuando estudiamos el
dominio de funciones. Por lo tanto, se designan con nombres particulares. Algunos
de los mds importantes de estos érdenes se enurneran en la tabla 5.11.

Tabla 5.11

Forma O mayiscula Nombre
0(1) Constante
O(logan) Logaritmica
O(n) Lineal
O(n log;n) nlog n
o(n?) Cuadritica
o) Ciibica
on™),m=0,1,2,3,... | Polinomial
O(c),c>1 Exponencial
O(n!) Factorial
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0S 5.7 1.

Use los resultados de la tabla 5.11 para determinar la mejor forma “O mayiscula” para cada
una de las siguientes funciones f: Z* = R.

a) f(m=3n+7

b) fln)=3+sen(1/n)

¢} f(n)=n*—5n"+251 — 165

d) f(n)=5n"+3n logzn

e fi(m=n*+(@n-1y7

1) 7= @)n + 1)(n +2)/(n +3)
g f(m=2+4+6+---+2n

. Sean f, g: Z*— R las funciones tales que f(n) = ny gn)=n+(Un),paran € Z*. Use la

definicién 5.23 para mostrar quef € O(g) y g € O(f)

. En los siguientes incisos, f, g: Z* — R. Use la definicién 5.23 para mostrar que g domina af.

a) f(n) =100 log:n, g(n)=(Hn
b) f(n)=2", g(n)=2""—1000
o) fim)=3n", gln) =2"+2n

. Seanf, g: Z"— R las funciones tales quef(n) =n + 100 y g(n) =n". Use la definici6n 5.23 para

mostrar que f € O{g) pero g & O(f).

. Seanf, g: Z*— R las funciones f(n) = n+n y gln) = (3}, paran € Z". Use la definicion 5.23

para mostrar que f € O(g) pero g & O(f).
Seanf, g: Z'— R dadas por

_ln para n impar
fln) {1, para n par
- 1, para » impar
&) {n, para n par
Verifique que f & O(g) y g & O(f).

. Seanf g: Z°— Rdonde f(n) =ny g(n) =logm, paran € Z°. Muestre que g € O(f) pero f €

O(g). (Sugerencia: lim =+ o0 Para esto se requiere usar ¢l célculo.)
R

log, n
. Seanf, g, h: Z*— R donde f € 0(g) y g € O(k). Demuestre que £ € O(h).
. 8ig:Z"—> Ryc ER, definimos la funcién cg: Z"— R como (cg)(n) = c(g(n)), paracadan €

Z*. Demuestre que si f, g: Z*— R son tales que f € O(g), entonces f € O(cg) para cualquier ¢
ER,c#0

. a) Demuestre que f € O(f) para cualquier f: Z*' = R.

b) Seanf, g: Z'—> R, Sif € Olg) y g € O(f), demuestre que O(f) = O(g). Es decir, demuestre
que si una funcién Ak Z* — R estd dominada por f, entonces k estd dominada por g ¥
viceversa.

©) Sif g Z*— R, demuestre que si 0(f) = O(g), entonces f € 0(g) y g € O(f)-

5.8

Analisis de algoritmos

Ahora que ya hemos presentado al lector el concepto de dominio de una funcién, es el
momento de ver la forma en que se usa esta idea en el estudio de los algoritmos. En esta
secci6n presentaremos nuestros algoritmos como programas o segmentos de programas



Capitulo 5 Relaciones y funciones

en Pascal. (También presentaremos los algoritmos como listas de instrucciones. El lector
verd que éste serd el caso en capitulos posteriores.)
Comencemos con un programa que calcula n! paran € Z*.

En la figura 5.11 reproducimos un segmento de programa en Pascal que implementa un
algoritmo para el cdlculo de n! para n € Z*. En este caso, el usuario introduce el valor de
n, que es el dato del programa. Las varjables i y Factorial (ya declaradas con anterioridad
en el programa) son variables enteras.

Begin
1= 1% {Inicializa el contador}
Factorial := 1; {Inicializa el valor de Factoriall}

While i <= n de

Begin
Factorial := i*Factorial;
i:=1i+1
End;
Writeln ('El wvalor de ', n, ' factorial es ', Factorial,'.')

End;

Figura 5.11

Nuestro objetivo es contar (medir) el ndmero total de operaciones (como asignaciones,
sumas, multiplicaciones y comparaciones) implicadas en ¢l célculo de n! en este progra-
ma. Sea f(n) €l nimero total de estas operaciones. (Entonces, f: Z*— R).

El programa comienza con dos proposiciones de asignacién, donde se inicializan los
valores de las variables enteras i y Factorial. Después se ejecuta el ciclo While n veces.
Cada una de estas ejecuciones implica las siguientes cinco operaciones:

1) Comparar el valor actual del contador i con n

2) Incrementar el valor de Factorial como i * Factorial; esto implica una multiplica-
¢i6én y una asignacién

3) Incrementar el valor del contador en 1; esto implica una suma y una asignacién

Por dltimo, hay otra comparacién. Esta se realiza cuando i = n + 1, de modo que ¢l ciclo
‘While se termina y las otras cuatro operaciones (de los pasos 2 y 3 anteriores) no s llevan
a cabo.

Por lo tanto, f(n) = 2 + 51+ 1 =5n + 3, por lo que f € O(n). En consecuencia, decimos
que este programa implementa un algoritmo O(n) o que el algoritmo tiene una compleji-
dad lineal en tiempo. Si todas las operaciones implicadas tardan el mismo tiempo en eje- -
cutarse, podemos ver que la funci6n f “mide” el tiempo de ejecucién. Sin embargo, si sélo
supiéramos que f € O(n), entonces sabriamos que (1) el término dominante enferany (2)
el tiempo de ejecucitn es aproximadamente cn, donde ¢ es una constante que depende de
consideraciones como las caracteristicas especificas del sistema de cdlculo.
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Nuestra principal preocupacion en este caso s que el término dominante sea 1, y que,
en consecuencia, f € O(n). Ya que si n es cada vez mds grande, el “orden de magnitud” de
5n + 3 depende principalmente del valor n, el nimero de veces que se ejecuta el ciclo
‘While. Por lo tanto, podrfamos haber obtenidof € O(n) contando simplemente ¢l nimero
de veces que se ejecutd el ciclo While. Usaremos este tipo de atajos en los célculos de los
siguientes ejemplos.

En el ejemplo 4.17 de 1a seccidn 4.2 presentamos los niimeros de Fibonacci F, F i d e 7
..., los cuales se definen en forma recursiva como

1) R=0,A=1y
2) FE=F.+Fpaan=2.

El programa en Pascal de la figura 5.12 puede usarse para obtener el valor de F, paraun
entero no negativo z dado. En este algoritmo jterativo calculamos F, (en el caso donde n 2
2) asignando o calculando primero todos los valores anteriores Fy, Fi, Fa, - .. For Aqui
definimos la funcién de complejidad f: N — R de forma que f(n) cuente el nimero de

Program FibNuml(input,output);

Var
i,n,Fib,Last,NexttoLast, Temp:integer;

Begin
Writeln(';Para qué entero no negative n')
Writeln('desea encontrar el nimero de Fibonacci?')
Write('n=");
Readln(n);

If n=0 then
Fib := 0;
If n=1 then
Fib : = 1;
If n >= 2 then
Begin
Last := 1;
NexttoLast := 0;

Fib := Last
End;
Writeln('Paran = ', n, * el n-ésimo mimero de Fibenacci es ', Fib, '.')
End.

Figura 5.12
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sumas realizadas en el ciclo For (scmbreado) de la figura 5.12. Encontramos que f(0) =0,
f(1)=0,f(2)=1,f(3)=2,f(4) =3, . . . En general, para cualquier n € Z* tenemos f(n) =
n— 1y, en consecuencia, f € O(n).

(En la seccién 2 del capitulo 10 presentaremos un segundo programa en Pascal para el
célculo de los ndmeros de Fibonacci Fy, Fy. F,, . . . En ese momento compararemos la
eficiencia de ambos programas.]

Nuestro siguiente ejemplo presenta una situacién en gue se determinan tres tipos de
complejidad. A estas medidas se les llama complejidad del mejor caso, complejidad del
peor caso y complejidad del caso promedio.

En este ¢jemplo, examinamos un proceso tipico de biisqueda. Buscaremos, &n un conjunto
den(21) enteros A[1], A[2], A[3], . . . ,A[n], un entero llamado Key (Clave). Si se encuen-
tra el entero, se imprime su primera posicién en el conjunto; si no se encuentra, se dard un
mensaje apropiado.

No podemos suponer que los elementos se encuentran en un orden particular. (Si lo
estuvieran, el problema serfa m4s f4cil y podria desarrollarse un algoritmo més eficiente.)
La entrada para este algoritmo es el conjunto de enteros (que lee el usuario o se proporcio-
na, tal vez, como un archivo desde una fuente externa), junto con el ndmero n de elemen-
tos del conjunto, y el valor del entero Key.

El algoritmo se implementa en el segmento de programa en Pascal de la figura 5.13. En
este caso, la variable entera se utiliza como un contador, y la variable booleana Found se
usa para registrar (con el valor verdadero) la presencia de Key en el conjunto.

Begin

L= {Inicializa el contador}
Found := false: {Cambia a verdadero si se encuentra Key}

While (i <= n) and (not Found) do
If Key = A[i] then
Found := true
Else i :=1 + 1; {Se incrementa el contador}
{s6lo =i se encuentra Key}

If Found = true then
Writeln ('El valor *, Xey, ' se localiza en
la posicidn *, i,'.’)
Else
Writeln (‘El valor ‘, Key, ' no aparece en
la lista.’)

End;

Figura 5.13




5.8 Anélisis de algoritmos 301

Definiremos la funcién de complejidad f(n) para este algoritmo como el ndmero de
elementos del conjunto que se examinan hasta encontrar Key o haber terminado de anali-
zar el conjunto (es decir, el mimero de veces que se gjecuta el ciclo While).

:Qué es lo mejor que puede pasar en nuestra biisqueda de Key? Si Key =A[1], tenemos
que Key es el primer elemento del conjunto, y solamente tenemos que compararlo con un
elemento del conjunto. En este caso encontramos que f{#) = 1 y decimos que la compleji-
dad del mejor caso de nuestro algoritmo es O(1) (es decir, es constante e independiente del
tamaifio del conjunto). Por desgracia, no podemos esperar que tal situacién ocurra con
frecuencia.

De la mejor situacién pasamos a la peor. En este caso, tenemos que examinar todos los
n elementos si (1) la primera aparicién de Key es A[n], 0 (2) si Key no se encuentra en el
conjunto. En cualquier caso tenemos que f(n) = n, y la complejidad del peor caso es O(n).
(La complejidad del peor caso serd la que ideraremos general durante el texto.)

Finalmente, deseamos obtener una estimacién del promedio de elementos examinados.
Supondremos que los n elementos son distintos, que todos ticnen la misma posibilidad
(con probabilidad p) de contener ¢l valor Key, y que la probabilidad de que Key no esté en
¢l conjunto es igual a 4. En consecuencia, tenemos que np+g=1yp= (1-g)n.

Para cualquier 1 < i < n, si Key estd enA[i], entonces han sido examinados i elementos
del conjunto. Si Key no estd en el conjunto, entonces examinamos los # elementos de éste.
Por lo tanto, la complejidad del caso p dio se determina mediante el nimero medio de
elementos del conjunto examinado, que es

f(n)=(1-p+2-p+3-p+---+n-p)+n-q=p(1+2+3+---+n)+nq
=pn(n+1)2+ngq.

Si g = 0, entonces Key estd en el conjunto, p = Lin y fln) = (n + 1)/2 € O(r). Parag=1/2,
tenemos atin una buena posibilidad de que Key se encuentre en el conjunto y f(n) = (1/(2n))
[ntn+ 1)/2) + (W2) = (n + /4 + (W2) € O(n). [En general, para cualquier 0 = g = 1,
tenemos fin) € O(n).]

Al principio del anlisis de la seccién anterior, mencionamos c6mo podriamos compa-
rar dos algoritmos que resolvieran correctamente un tipo de problema dado. Podemos
hacer esa comparacién utilizando las funciones de complejidad en tiempo para los
algoritmos. Demostraremos esto en los siguientes dos ejemplos.

En algunos lenguajes de programaci6n, como Pascal estindar y C, no existe una funcién
integrada para la exponenciacién. El algoritmo implementado en el segmento del progra-
ma en Pascal de la figura 5.14 tiene como salida los valores de a°, donde a es un niimero
real y  es un entero positivo. En este caso, los valoresde ay n estdn dados antes de la
ejecucion del segmento de programa. La variable real x se inicializa como 1.0y después se
utiliza para almacenar los valores dea, 4t a, ... ,a" durante la ejecucion del ciclo For. La
funcién de complejidad en tiempo f{n) para el algoritmo se determina mediante el némero
de multiplicaciones que hay en el ciclo For. Por lo tanto, fin) =n € O(n).
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Begin
%55 1.0
For i := 1 tondo
X 1= x*a;
Writeln ('El valor de *, a, ' elevadc a la potencia ',
n, *es ', x,".")
End;
Figura 5.14

En la figura 5.15 tenemos un segundo segmento de programa en Pascal para evualuar "
para cualquier a € R, n € Z*. En este caso usamos la operacién (predefinida) divisién
entre un entero distinto de cero Div. El valor de (c Div d) es simplemente la parte entera
(cociente) de &/d donde ¢, d € Z, y d # 0. Por ejemplo, 7 Div 3 es 2 (= 7/3|=[7/3]- 1.
y 3 Divdes0(=]3/4]=[3/4]-1).

Begin

x :=.1.0;
i:=n;

While i > 0 do

Begin
If i <> 2*%(i Div 2) then {i es impar}
X := x*a;
i:=1iDiv 2;
Ifi > 0 then
a:= a*a
End;
Writeln ('El valor de *, a, ‘' elevado a la potencia °,
n, ‘es ', x,7.7)
End;
Figura 5.15

Para este segmento de programa la salida es a"; la variable real a y la variable entera
(positiva) n reciben sus valores al principio del programa. La variable real x se inicializa
como 1.0 y después se utiliza para almacenar las potencias apropiadas de a hasta obtener
¢l valor de a". El resultado de la figura 5.16 muestra lo que sucede con x (v a) para los
casos donden =7y 8. Los ndmeros 1, 2, 3 y 4 indican la primera, segunda, tercera y cuarta
veces que se ejeculan las proposiciones en el ciclo While (en particular, 1a proposicién
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i:=iDiv2). Si n =7, entonces, como 2* < 7 < 2%, tenemos 2 < log,7 < 3. En este caso, el
ciclo While se ejecuta tres veces y

3=log.7]+1<log7+1,

donde | log;7 designa el méximo entero en log.7. que es 2. Asf mismo, cuando n = 8¢l
nimero de veces que se ejecuta el ciclo While es

4=|log,8]+1=log8+1,
yaque log8=3.
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Figura 5.16

Definiremos la funcién de complejidad en tiempo g(n) para (la implementacién de)
este algoritmo de exponenciacién como el nimero de veces que se ejecuta el ciclo While.
Este es también ¢l mimero de veces que se ejecuta la proposiciéni : =iDiv 2. (En este caso
hemos supuesto que cada operacién Div se realiza durante un intervalo de tiempo constan-
te. Es decir. el intervalo de tiempo para cada llamada a Div es independiente de la magni-
tud de i.) Con base en las dos observaciones anteriores, deseamos establecer que para todo
n 2z 1, g(n) < log:n + 1 € O(logyn). Estableceremos esto por induccién matemdtica (la
forma alternativa del teorema 4.2) sobre el valor de n.

Cuando n = 1, vemos en la figura 5.15 que i es impar, x toma el valordea=a', y a' se
determina sélo después de 1 =log, 1 +1 ejecuciones del ciclo While. Asf, g(1)=1 = logal +1.

Supongamos ahora que paratodo 1 < n < k, g(n} < logn + 1. Entonces paran=k+ 1,

durante el primer paso por el cicle While, el valor de i cambia por FZL]J Como |

k+1 gogeris s N . ; k+1
= TS < k, por la hipétesis de induccion ejecutaremos el ciclo While g = mis

k+1 k
veces, donde g (lTJ) =log, l%lJ +1.
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Porlotantogk+1) =1 +[lc;gz F;-_]J+ l] =1+ [Eogz (k—;l) + i] =1+[log(k+1)-

log, 2 + 1] =loga(k + 1) + 1

Para la funcién de complejidad en tiempo del ejemplo 5.72, encentramos que f(n) €
O(n). Aqui tenemos que () € O(log:n). Puede verificarse que g estd dominada por f pero
fnoestd dominada porg. Por lo tanto, paran grande, consideramos que este segundo algoritmo
es més eficiente que el primero (del ejemplo 5.72). (Sin embargo, observe que ¢l cédigo
del segmento de programa de la figura 5.14 es mds sencillo que el de la figura 5.15.)

Para cerrar esta seccidn, r i lo aprendido haciendo las sigui obser

1) Los resultados que establecimos en los ejemplos 5.69 al 5.73 son dtiles cuando
trabajamos con valores de n de moderados a grandes. Para los valores pequefios de
n, tales consideraciones acerca de las funciones de complejidad en tiempo tienen
poca utilidad.

2) Suponga que los algoritmos A; y A, tienen funciones de complejidad en tiempo f(n)
y g(n) respectivamente, donde f(n) € O(n)y g(n) € O(n?). Aqui debemos tener
cuidado. Podriamos esperar que un algoritmo con complejidad lineal sea “tal vez
més eficiente” que uno con complejidad cuadrética, pero realmente necesitamos
més informaci6n. Sif(n) = 1000 y g(n) =n? entonces el algoritmo A, es mejor siel
tamafio del problema  no es superior a 1000. Si el tamaiio del problema nunca
mayor que 1000, entonces ¢l algoritmo A, es la mejor opcitn. Sin embargo, como
mencionamos en la observacién 1, si n crece, el algoritmo de complejidad lineal s¢
convierte en la mejor alternativa.

3) En lafigura 5.17 hemos hecho una gréfica semilogaritmica para las funciones aso-
ciadas con algunos de los 6rdenes dados en latabla 5.11. [En este caso hemos reem-
fn)
flp) =2
128 =
4 e )= n?
- - —we——= fn) = nlog;n
16 -
e ——=—— fl)=n
8 -
4 wmeeenee F(n) = logy 0
2
1
I 1 ! ”
8 10 12

Figura 5.17
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plazado la variable entera (discreta) n por la variable real n (continua).] Esto debe-
ria ayudarnos a desarrollar la intuicién para sus tasas de crecimiento relativas (es-
pecialmente para valores grandes de n).

Los datos de la tabla 5.12 proporcionan estimaciones de los tiempos de ejecucién delos
algoritmos para ciertos 6rdenes de complejidad. En este caso tenemos los tamarios de
problema n =2, 16 y 64 y suponemos que el computador puede realizar una operacién
cada 107 segundos = 1 microsegundo (en promedio). Entonces las entradas de la tabla
estiman los tiempos de ejecucion en microsegundos. Por ejemplo, cuando el tamafio del
problema es 16 y el orden de complejidad es r log,n, entonces e tiempo de ejecucién es
muy breve (16 log;16 = 16 - 4 = 64 microsegundos); para €l orden de complejidad 27, el
tiempo de ejecucidn es 6.5 x 10* microsegundos = 0.065 segundos. Ya que ambos interva-
los de tiempo son muy cortos, es dificil para un humano observar gran diferencia entre los
tiempos de ejecucion. Los resultados parecen ser instantdneos en cada caso.

Tabla 5.12
Orden de complejidad
Tamafio del probleman| log:n  n nlogn n* 2" n!
2 1 2 2 4 4 2
16 4 16 64 256 6.5x10°  2.1x10%
64 6 64 384 4096  1.84x 107 >10%

Sin embargo, tales estimaciones pueden crecer rapidamente. Por ejemplo, suponga que
utilizamos un programa cuya entrada es un conjunto A de 7 enteros diferentes. Los resul-
tados de este programa se generan en dos partes:

1) Primero el programa implementa un algoritmo que determina los subconjuntos de
A de tamaiio 1. Existen n de estos subconjuntos.

2) Despuss se implementa un segundo algoritmo para determinar todos los subconjuntos
de A. Existen 2° de estos subconjuntos.

Supongamos que tenemos un supercomputador que puede determinar cada subconjunto
de A en un microsegundo. Para el caso en que |A| = 64, la primera parte de la salida es
ejecutada casi de manera instantdnea, en aproximad. 64 mi dos. Sin embar-
go, para 1a segunda parte, la tabla 5.12 indica que la cantidad de tiempo necesaria para
determinar todos los subconjuntos de A serd aproximadamente de 1.84 x 10" microsegun-
dos. No podemos estar muy contentos con este resultado ya que

1.84 x 10" microsegundos = 2.14 x 10° dias = 5845 siglos.

Ejercicios 5.8

1. En cada uno de los segmentos de programa en Pascal, las variables enteras i, J, 1 ¥ sum se
declaran al principio del programa. El valor de n (un entero positivo) es proporcionado por el
usuario antes de la ejecucién del segmento. En cada caso definimos la funcién de complejidad
en tiempo f(r) como el nimero de veces que s¢ ejecuta la instruccién sum: = sum + L. Deter-
mine la mejor forma “O mayiscula” de f.
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a) Begin
sum := 0;

For i :=1ltonde
For j :=1 to n do
sum := sum + 1

b)
to n do
1 to n*n do
= sum + 1
9
1l tondo
itendo
= sum + 1
L))

While i > 0 do
Begin

1tondo

Ji=m
While j > 0 do
Begin

sum + 1;
Div 2

End:

2. El sigui o de progr en Pascal impls un algoritmo para determinar el
valor méiximo en un conjunto A[1], A[2], A[3]. . . ., A[#] de enteros. El conjunto y el valorde
n(" 2) sedan al principio del pmg;rama, lasvanablescmmsa y Max también se declaran al

del progr: (Los del TI0 son necesariamente distintos.)
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Begin
Max := A[1];

For i := 2tondo
If A[i] > Max then
Max := A[i]

End;

a) Sila funcién de complejidad del peor caso f(n) para este segmento estd determinada por el
niimero de veces que se ejecuta la comparaci6n A[{] > Max, encuentre la forma apropiada
“O maytscula” de f.

b} ;Qué podemos decir acerca de las complejidades del mejor caso ¥ el caso promedio para
esta implementacién?

a) Escriba un programa (o desarrolle un algoritmo) que localice las primeras apariciones del
valor m&ximo en un conjunto A[1], A[2], A[3].. . . , A[n] de enteros. (En este caso, n € z
los elementos del conjunto no tienen que ser distintos.)

b) Determine la funcién de complejidad del peor caso para la implementacién desarrollada en
la parte (a).

a) Escribaun programa (o desarrolle un algoritmo) que determine los valores minimo y méxi-
mo en un conjunto A[1], A[2], A[3], . . ., A[#] de enteros. (En este caso, n € Z'connz?;
los elementos del conjunto no tienen que ser distintos.)

b) Determine la funcién de complejidad del peor caso para la implementacién desarrollada en
la parte (a).

La sigui funcién y el si

polinomio

de programa en Pascal se utilizan para evaluar el

8§—10x + 72 = 2¢° + 3x* +12¢°.

La funcién Power se utiliza para determinar el valor de r* para la variable real r y la variable
entera k, donde k > 0. En el segmento de programa, Sum es una variable real mientras que j es
una variable entera; el valor de la variable real x (previamente definida) se asigna al comienzo
de la cjecuci6n. Ademis, la variable a (previamente definidz) tiene las siguientes componentes
enteras.

al0]=8, eo[1]=-10, a[2]=7, al3]=-2, af4]=3, y a[5]=12.

Function Power (r: real; k: integer): real;
Var

i: integer:

product: real;
Begin

preduct := 1:

For i := 1 to k do

product := product * r;

Power := product
End;
Sum := af0];

For j
Sum :

1105 do
Sum+a[j] * Power {x,j):
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a) ;(Cudntas sumas se realizan para evaluar el polinomio dado? ; Cu4ntas multiplicaciones?
b) ;Cudntas sumas y cuéntas multiplicaciones se realizan si ajustamos la entrada y el segmen-
to de programa para trabajar con el polinomio

Gtax+arttaxr’t - tox M o1,

donde cq, €1, €2, C3, .« - - 4 €oty €, SON ENLETOS Y 1 €S UN ENLErO POSitivo?

6. Primero observemos que el polinomio del ejercicio anterior puede escribirse mediante el mézo-
do de multiplicacisn anidada:

8+x(~10+x(7 + x(=2+ (3 + 12x))))

Usando esta repr ién, el sigui T4 de en Pascal (que impl el
método de Horner) puede utilizarse para evaluar el polinomio. Aqui ro i 1a funcién
en Pascal Power. Sin embargo, como en el gjercicio 5, Swm es una variable real y j es una
variable entera, y las mismas condiciones se dan para la variable real x y la variable a.

Sum:= a[5];
For j:= 4 downto 0 do
Sum := a[j]+x * Sum;

Responda las preguntas de las partes (a) y (b) del ejercicio 5 para este nuevo segmento de
programa.
7. Seaa,, @, a, . . . una sucesién de enteros defimda recursivamente como
1) =0y,
2) Paran> 1. 8,= 1 + Gea).
Demuestre que a,= | log,n | para todo n € Z*.
8. Seaa, @, ay, - . . una sucesidn de enteros definida recursivamente por
D a=0y,
2) Paran>1,a,=1+ arz.

e una férmula explici

para a, y de que la férmula es correcta.

5.9

Resumen y repaso histérico

En este capitulo desarrollamos el concepto de funcién, que es de gran importancia en
todas las dreas de las matemiticas. Aunque nos interesamos principalmente por las funcio-
nes finitas, la definicién también se aplica a los conjuntos infinitos e incluye las funciones
de la trigonometria y el cdlculo. 8in embargo, pusimos énfasis en el papel de una funcién
finita cuando transformamos un conjunto finito en otro conjunto finito. En este marco, la
salida del computador puede pensarse como una funcién de la entrada, y un compilador
puede considerarse como una funcién que transforma un programa (fuente) en un conjun-
to de instrucciones del lenguaje de maquina (programa objeto).

La palabra funcion, en su forma latina, fue introducida en 1694 por Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) para designar una cantidad asociada con una curva (como la pen-
diente de la curva o las coordenadas de un punto sobre la misma). En el afio 1718, bajo la
direccién de Johann Bernoulli (1667-1748), una funcién era considerada como una ex-
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Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

presitn algebraica formada por constantes y una variable. Las ecuaciones o férmulas con
constantes y variables surgieron posteriormente con Leonhard Euler {1707-1783). Su de-
finicién de “funcién” es la que generalmente se encuentra en los libros de matemdticas
de nivel bachillerato. Ademds, hacia 1734, encontramos en el trabajo de Euler y Alexis
Clairaut (1713-1765) la notacion f(x), que sigue en uso actualmente.

La idea de Euler permaneci intacta hasta la época de Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830), quien encontré la necesidad de un tipo ms general de funcién en su estudio
de las series trigonométricas. En 1837, Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) esta-
bleci6 una formulaci6n mds rigurosa de los conceptos de variable, funcién y la correspon-
dencia entre la variable independiente x y la variable dependiente y, cuando y = f(x). El
trabajo de Dirichlet enfatizaba la relacién entre dos conjuntos de niimeros y no pedia la
existencia de una férmula o expresion que relacionara los dos conjuntos. Con los desarro-
llos de la teoria de conjuntos ocurridos durante los siglos xix y xx se lleg6 a una generali-
zacién de la funcién como un tipo particular de relacién.

Ademés de su trabajo fundamental respecto a la definicién de una funcién, Dirichlet
también hizo mucho en las matemticas aplicadas y la teoria de nimeros, donde le parecié
necesario, y formulé por primera vez de manera formal el principio del palomar. En
consecuencia, este principio se conoce a veces como el principio de distribucién de Dirichlet
o el principio de la caja de Dirichlet.

Los siglos x1x y xx vieron el uso de la funcién especial, la correspondencia uno a uno,
en el estudio del infinito. Cerca de 1888, Richard Dedekind (1831-1916) defini6 un con-
junto infinito como aquel que podia ponerse en correspondencia uno a uno con un
subconjunto propio de si mismo. [Galileo (1564-1642) observé esto para el conjunto Z.]
Si dos conjuntos infinitos pueden ponerse en correspondencia unc a uno entre sf, se dice
que tienen el mismo nimero cardinal transfinito. En una serie de articulos, Georg Cantor
(1845-1918) desarroll6 la idea de 1os niveles de infinito y mostr6 que | Z | =| Q | pero

|Z| < |R|-UnconjuntoA con | A | = | Z | escontable o numerable y escribimos |z|=
R, como lo hizo Cantor, usando la letra hebrea dleph, con el subindice 0, para designar el
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Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1085-1859)

primer nivel de infinito. A fin de mostrar que | Z | < | R |, 0 que los nimeros reales eran
no numerables, Cantor disefié una técnica que ahora se conoce como ¢l método diagonal
de Cantor. (En el apéndice 3 se puede encontrar mds informacidn acerca de lu teorfa de los
conjuntos numerables y no numerables.)

Los niimeros de Stirling de la secci6n 5.3 llevan el nombre de James Stirling (1692
1770), pionero en el desarrollo de las funciones generatrices, tema que analizaremos pos-
teriormente. Estos nidmeros aparecen en su obra Methodus Differentialis, publicada en
Londres en 1730. Stirling era ayudante de Sir Issac Newton (1642-1727) y utilizaba la
seric de Maclaurin en su trabajo 25 afios antes de Colin Maclaurin (1698-1746). Sin em-
bargo, aunque su nombre no aparece ligado a esta serie, si aparece en la aproximacién
conocida como la férmula de Stirling: n! = (2112)" €™ 1", la cual, es justo decirlo, fue
desarrollada realmente por Abraham DeMoivre (1667-1754).

Con los principios de conteo desarrollados en la seccién 5.3, los resultados de la tabla
5.13 extienden las ideas resumidas en la tabla 1.8. En este caso contamos ¢l niimero de
formas en que podemos distribuir m objetos en n recipientes, en las condiciones prescritas
en las tres primeras columnas de la tabla. (Los casos en que ni los objetos ni los recipientes
son distintos serdn analizados en ¢l capitulo 9.)

Por dltimo, la notacién “O mayiiscula” de la seccion 5.7 fue introducida por Paul Gustav
Heinrich Bachmann (1837-1920) en su libro Analytische Zahlentheorie, una obra impor-
tante en la teoria de nimeros, publicada en 1892. Esta notacién se ha vuelto muy impor-
tante en la teoria de aproximacidn, en dreas como el andlisis numérico y el anélisis de
algoritmos. En general, la notacién f € O(g) indica que no conocemos la funcién fde
manera explicita pero si una cota sobre su orden de magnitud. El simbolo “O mayiiscula™
se conoce a veces como el simbolo de Landau, en honor de Edmund Landau (1877-1938),
quien usé esta notacion a lo largo de su obra.

En el capitulo 4 de D. I A. Cohen [3] y en el capitulo 6 del texto de R. L. Graham, D. E
Knuth y O. Patashnik [7] aparecen més propiedades de los nimeros de Stirling del segun-
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Tabla 5.13
Los objetos | Los recipientes | Algunos reci- Nimero
son son pientes podrian de
i distintos estar vacios distribuciones
Si St Si n"
St 5i No n! S(m,n)
Si No Si S(m, 1)+ S(m,2) +- -+ + 5(m,n)
Si No No S(m,n)
No si si (" +tm= 1)
m
No st No (n+(m—n)—1)=(m—1)
(m—n) m=—
-(221)
n—1

do tipo. Para més informaci6n acerca de los conjuntos infinitos y ¢l trabajo de Georg
Cantor, consulte ¢l capftulo 8 de H. Eves y C. V. Newsom [6], o el capitulo IV de R. L.
Wilder [10]. La obra de J. W. Dauben [5] analiza la controversia de principios de siglo en
torno a la teoria de conjuntos y muestra c6mo algunos aspectos de la vida personal de
Cantor cumplieron un papel esencial en su comprensién y defensa de la teoria de con-
juntos.

En el articulo de A. Soifer y B. Lozansky [9] se incluyen més ejemplos que demuestran
la forma de aplicar el principio del palomar. En el artfculo de D. S. Clark y J. T. Lewis [2]
se analizan otros resultados y extensiones de problemas que surgen de este principio. Du-
rante el siglo xx se han realizado muchas investigaciones dedicadas a las generalizaciones
del principio del palomar, que culminan en ¢l tema de la teoria de Ramsey, la cual recibe su
nombre de Frank Plumpton Ramsey (1903-1930). En ¢l capftulo 5 de D. I. A. Cohen 31
aparece una interesante introduccién a la teorfa de Ramsey. Eltextode R. L. Graham, B.L.
Rothschild y I. H. Spencer [8] proporciona més informacién importante.

En ¢l libro de C. J. Date [4] se estudia en forma amplia el tema de las bases de datos
relacionales. Por dltimo, el texto de S. Baase [1] es una excelente obra para continuar ¢l
estudio del anélisis de algoritmos.
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EJERCICIOS
COMPLEMENTARIOS

. Sean A, B conjuntos cualesquiera.
a) Demuestre que
i) AxB)NBxA=ANBXANB;Y
i) AXB)U(BxA)CAUB)XAUB.
Dé un ejemplo que muestre que (A U B) < (A U B)
i es un sub yde (AxB)U

b

=

no
(BxA).

. Determine si cada una de las siguientes proposiciones
. verdadera o falsa. Para cada proposicién falsa dé un
ntracjemplo.
a) SifiA—By(a b).(a,¢c) Ef entoncesb=c.
b) Sif: A — Besuna correspondencia bivectivay A,
B son finitos, entonces A = B.
¢) Sif: A— By esinyectiva, entonces fes invertible.
d) Sif:A — Besinvertible, entonces fes inyectiva.
€) Sif:A—> Besinyectivay g h: B— Ccon g°%f=
R°f, entonces g = h.
f) SiffA—>ByA,A, CA entonces fld NA)=
FAYN A,
SiftA— ByB,B, C B, entonces (B, NB,)=
FHB) N FUB,).
3. Con™W =Z,sean 4, BC U dondeA={2,3,5}yB=
1,2,5,6).
a) Haga un diagrama de A X B como un subconjunto
del plano euclideo.
b) Si & es la relacién de A a B definida como {(a,
B) | @ + b es impar}, haga un diagrama de & como
un subconjunto del plano euclideo.
¢) ;Cusntas relaciones de A 2 B no son funciones de
AaB?

£

4. Sea®WM =Nyseand, BCWUconl < |A]|<|B]Si
existen 262,144 relaciones de A a B, determine todas las
posibilidades para |A | y [ B|.

5. Sifll, %, son conjuntos universales con 4, BC U,y
C, D C 9L, demuestre que

a) ANB)x{(CNDy=AxC)N (BxD).

b) AUBX(CUD)=AxCQUBxD)UAxD)U
(B C)[porloque, en general, (4 UB)<(CUD)2
AxC U (BxD).

6. Sead={1,2,3,4,5) yB={1,2,3,4,5,6). ;Culntas
funciones inyectivas f: A — B satisfacen (a) f{1) =37 (b)
f1)=3,/2)=6?

7. Sea R C Z+x Z7 la relacién definida recursivamente
como

1) A, DERY,

2) Paracualquier (o, b) ERenemos que (a+ 1.5)E
Ryla,b+)ER.

Demuestre que R =Z*x Z*.

8. Sea @ C Zrx Z* larelaci6n dada por la siguiente defi-
nicién recursiva.

) (LDER Yy,

2) Paracualquier (a, b) € 3, los tres pares ordenados
{a+1,b),(a+1,b+1),y(@+],b+2)también
estin en 2.

Demuestre que 2a 2 b para todo (g, b) ER.

9. Determine todos los nimeros reales x para los cuales
2 -[x]=12.
10. SeanA, Ay Bconjuntoscon {1,2,3,4,5} =4, CAB
={s & u v w x},yf: A — B. Si fpuede ser extendidaa A
en 216 formas, jcudnto vale |A[?

11. SeanA=1{1.2,3, 4.5} yB={t uu wx x z}.(@Si
generamos una funcién f: A — B en forma aleatoria, jcudl
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s Ia probabilidad de que sea uno a uno? (b) Escriba un
xograma (0 desarrolle un algoritmo) para generar funcio-
s aleatorias f: A — B y haga que el programa imprima el
iimero de funciones generadas hasta obtener una funcién
0 2 Uno.

2. Sea 5 un conjunto de siete enteros positivos, donde el
wiximo es 24. Demuestre que las sumas de los elementos
mtodos los subconjuntos no vacios de § no pueden ser dis-

ntas.

E En un periodo de diez dfas, una secretania escribe a
miquina 84 cartas a diferentes clientes. Ella mecanograffa
2 de estas cartas el primer dia, siete el segundo, tres el
oveno, y termina las dltimas ocho el décimo dfa. Muestre
ue, para un periodo de tres dfas consecutivos, ella escribe
imiquina al menos 235 cartas.

4. Si{x,x,...,x) CZ* muestre que para algini #,
+x,0.x,— x, es divisible entre 10.

5. Seann € Z*,nimpar. Sii, iy ..., i, €s una permutacién
elos enteros 1, 2, . .., n, demuestre que (1 - i} (2-i)---
s —i) es un entero par. {;Qué principio de conteo se usa
qui?)

6. Como sus dos padres trabajan, Tomés, Eduardo y Car-
s deben realizar diez quehaceres semanales entre ellos. (2)
De cuéntas formas pueden dividirse las tareas de tal mane-
2 que cada uno sea responsable de al menos una de ellas?
b) ;De cudntas formas pueden asignarse las lareas si To-
ass, por ser el mayor, debe cortar el césped (una de las diez
reas semanales) y a ninguno se le permite estar ocioso?

7. Sean € N, n 2 2. Muestre que S(n, 2 =2""'-1.

8. La sefiora Béez tiene cinco hijos (Miguel, Ricardo,
avid, Enrique y Donaldo) a quienes les gusta leer libros de
eportes. Como se acerca la Navidad, ella visita una libreria
onde encuentra 12 libros diferentes de deportes.

a) ;De cudntas formas puede seleccionar nueve de

estos libros?

b) Después de hacer su compra, ;de cuéntas formas
puede distribuir los libros entre sus hijos de modo
que cada uno de ellos reciba al menos un libro?
Dos de los nueve libros que la sefiora Béez eligié
son de baloncesto, el deporte favorito de Donaldo.
;De cuéntas formas puede ella distribuir los libros
entre sus hijos para que Donaldo obtenga al menos
ambos libros de baloncesto?

)

9. Seanm, n € Z* con nzm. (a) ;De cudntas formas po-
emos distribuir n objetos distintos en m diferentes reci-
ientes sin dejar ninguno vacio? (b) En el desarrollo de (x, +
oo -+ x ), goudl es la suma de todos los cocficientes
wltinomiales (,,,_

>0paralsi=m?

’f“,“),dandcnl+n,:+---+nm:ny

20. Sin € Z* con n = 4, verifique que S(n, n —2) =
(5)+3(2)-
21. Sif: A — A es cualquier funcién, demuestre que para
todos m.n € Z*, f e f=f*o = (Primero, tome m=1y
realice la induccién sobre . Después realice la induccién
sobre m. Esta técnica se conoce como induccicén doble.)
22. Seanf:X— Y, yparacadai €], sead, C X. Demuestre que
a) f(UierA) = Uief{A)-
b) flMierA) © Nierf(A): )
©) fMiesA) = Niesf(A), para [ inyectiva
23. Sif:R = Rconf(x)=x", paran € Z*, ;esfinvertible?
24. Sea A un conjunto con [A| =n.
a) ;Cudntas operaciones binarias cerradas existen so-
bre A?
b) Una operaci6n ternaria cerrada (3—aria) sobre A es
una funcién f: A X A X A — A. ;Cufntas opera-
ciones ternarias existen sobre A?
¢) Una operaci6n k—aria cerrada en A es una funcién
fiA XA X -+ XA — A dondeA =A, paratodo
1 =i = k ;Cuéntas operaciones k-arias cerradas
existen en A?
d) Unaoperacion k-aria cerrada paraA es conmutarivasi

., a5) = f(m(ay), w(a2), - - - , w(ax)),

dondea,, a,, ..., a, € A (repeticiones permitidas),
y Rla,), n(a,), . . . ,7a,) es cualquier redisposicién
de a, a, .. .. a. (Cudntas operaciones k-arias
cerradas en A son conmutativas?

flay, az, ..

25. Una funcién f: R — R es creciente si para nimeros
reales x, y, tenemos x < y = f(x) < f(¥). Demuestre que sif
£: R = R son funciones crecientes, entonces g °f: R - R
es creciente.

26. Si U es un universo y A € 9, definimos la funcidn
caracteristica de A como x,: W — {0, 1}, donde

XEA

1,
xale) = {U, x€A

Para los A BCA, cada uno de los
siguientes casos:

8) Xans=Xa - Xz donde (x4 - xa)(x) = x4(x) - xs(x)

b) Xaus =X+t Xz~ Xans

€) xa=1—xa, donde (1 —x)(x) = 1(x) — xalx) =

1-xa0)

(Para U finito, la colocacién de los elementos de il en
un orden fijo produce una correspondencia biyectiva entre
los subcenj A de % y las disposiciones de ceros y unos
obtenidas como imagen de A mediante . Estas disposi-
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s pueden usarse después para el almacenamiento y con-
] de ciertos subconjuntos de )
. SiA={x 3z}, sean f g: A — A dadas por f= {(x, y),
 2) (2. B}, g = {(x ¥). (¢ %), @z, D} Determine lo si-
iente: fo g, gef S gt (g gty g oS
3. a) Sif: R — R sedefine comof(x) = 5x + 3, encuen-
- F(8).

b) Sig: R— R, donde g(x) = |x*+ 3x + 1], encuentre

g(1).
¢) Para h: R — R, dada por

X

Ma)= x+2

i

encuentre k'(4).
), SiA={1,2,3,...,10}, ;cudntas funcionesf: A — A
tisfacen (simultaneamente) f({1,2,31) = @, f'({4,5}) =
.3, 7}y ({8, 10}) = {8, 10}?
). Sea b, b,, b,, .
cursivamente por
1) b1= Ly
2 Peran>Lb=by+ by
1cuentre una férmula explicita para b, y demuestre que su
rmula es correcta.
. En el lenguaje de programacién Pascal, las funciones
ed y succ (predecesor y sucesor, respectivamente) son fun-
ones de Z a Z tales que pred(x) = n{x) = x -1 y succ(x) =
X=x+1.
a) Determine (Tt ° @)(x),(C ° M)(x).
b) Determine 2, n°, n%n 2 2), 0%, @°, 6% (n 2 2).
¢} Determinen=2, n3, n(n22),6% 6%, a0 n22),
donde, por gjemplo, a2 =g leg "= (ge0) ' =
(G-%)~. (Véase el ejercicio complementario 32.)
2. Seaj: A — A una funcién invertible. Paran € Z*, de-
uestre que (") = (f~')". (Este resultado puede usarse para
finir f asi como (/%) o (F')")
3. Paran € Z+, defina 1: Z*— Z* como T(n) = el nimero
> divisores enteros positivos de n.

. . la sucesi6n entera definida

a) Sean=p'ppf -~ pjt donde p,, Py py . -0y
son primos distintos y e, es un entero positivo para
todo 1 < i < k. zCuéinto vale 7(n)?
b) Determine los tres valores mis pequefios de n €
Z para los cuales T(n) = k, donde k=2, 3,4, 5,6.
©) Para cualquier k € Z*, k > 1, demuestre que T7'(k)
es infinito.
d) Sia b€ Z con med(a, b) = 1, demuestre que
t(ab) = tHa)yb).
34. Seana, b, ¢ E Rcona®+ be = 0. Si f(x) = (ax + b)f
(cx - a), verifique que (fof)(x) =x paratodo x € R, x £ dle.
35. a) ;Cusntos subconjuntos A = {a, b, ¢, d} T Z~, don-
de a, b, ¢, d> 1, satisfacen la propiedada - b-¢-d=2-3-
5-7-11-13.17-197
b) ;Cuintos subconjuntosA = {a, a, ..., a,} CZ"
donde g, > 1, 1 < i < m, satisfacen la propiedad
M7a: =115 py dondelos p, 1 = j < n, son
primos distintos y n = m?
36. Dé un ejemplo de una funcién f: Z*— R tal que f€
0(1) y que f sea uno a uno. (Por lo tanto, fno es constante.)
37. Seanj, g: Z*—> R, donde

) ={’;

_J]3  paranpar
g('!)—{“‘ para n impar

Verifique si se cumple lo siguiente: (a) f € O(g), (b) g €
o.

para n par
para n impar

38. Paraf g: Z*— R, definimos f+'g: Z*— R como (f+g)
{n) =f(n) + g(n), paran € Z*. [Nota: El signo +enf+gesla
suma de las funciones fy g, mientras que el signo +enfin) +
g(n) se usa para la suma de los niimeros reales f(r} y g(n).]
a) Seanf, g:Z'— R,con fE€ O(f ).g € Ofg). Si
f,(n)2 0, g(n) 2 0 para todo n € Z*, demuestre
quef+g €0(fi+g)
b) Silas condiciones de la parte (a), f(n) 20, g (n) 2
0 para todo # € Z*, no se satisfacen, proporcione
un contraejemplo para mostrar que f € O(f)). g €
Olg) = (F+2) €0, +3,).
39, Seana b E R, cona b>1.Sean f, g: Z*'— R dadas
por f(n) = log,a, g(n) = log,n. Demuestre que f € O(g) ¥
g € O(f). [Por lo tanto, O(log 1) = O(leg,n).]
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Lenguajes:
Maquinas
de estados finitos

E n esta era de computadores y telecomunicaciones, nos enfrentamos dia con dia a situa-

ciones de entrada y salida. Por ejemplo, al comprar un refresco en una méquina expen-
dedora, damos como entrada ciertas monedas y después oprimimos un botén para obtener
la salida esperada, es decir, el refresco. La primera moneda que damos como entrada pone
la maquina en movimiento. Aunque generalmente no nos preocupamos acerca de lo que
ocurre dentro de la maquina (a menos que se descomponga y tengamos una pérdida),
convendria notar que, de alguna forma, la maquina lleva un registro de las monedas depo-
sitadas, hasta que se introduce el importe correcto. S6lo entonces, y no antes, la maquina
deja salir el refresco esperado. En consecuencia, para que el vendedor tenga la ganancia
esperada por cada refresco, la maquina debe recordar internamente, conforme se va inser-
tando cada moneda, la suma de dinero depositado.

Un computador es otro ejemplo de un dispositivo de entrada y salida. En este caso, la
entrada es por lo general algiin tipo de informacidn y la salida es el resultado obtenido
después de procesar esta informacidn. La forma en que se procesa la entrada depende de la
labor interna del computador, el cual debe tener la capacidad de recordar la informacién
anterior cuando trabaja con nueva informacién.

Con los conceplos desarrollados antes acerca de los conjuntos y las funciones, en este
capitulo estudiaremos un modelo abstracto llamado mdguina de estados finitos, o circuito
secuencial. Estos circuitos son uno de los dos tipos bésicos de circuitos de control que se
encuentran en los computadores digitales. (El otro tipo es el circuito combinatorio o red

de puertas, que veremos en el capiftulo 15.) También se tran en otros
como la méquina expendedora, o en los controles de los ascensores o los sistemas de
seméforos.

Como su nombre lo indica, una méquina de estados finitos tiene un mimero finito de
estados internos, en que la maquina recuerda cierta informacién cuando esté en un estado
particular. Sin embargo, antes de pasar a este concepto necesitamos material de la teorfa de
conjuntos para hablar de la entrada vélida para dicha maquina.
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6.1

enguaje: La teoria de conjuntos
de las cadenas

Las sucesiones de simbolos, o caracteres, tienen un papel clave en el procesamiento de
informacién por parte de un computador. Como los programas de computacién pueden
representarse en términos de sucesi finitas de se ita alguna forma
algebraica para manejar tales sucesiones finitas, o cadenas.

En esta seccién utilizaremos E para designar un conjunto de simbolos finizo distinto del
vacfo, llamado colectivamente alfabeto. Por ejemplo, Z= {0, 1} o E={a b, cd e}

En cualquier alfabeto X, no enumeramos los elementos que puedan formarse mediante
otros el s de I por yuxtaposici6n (es decir, si , b € E, entonces la cadena ab esla
yuxtaposicién de los sfmbolos a y &). Como resultado de esta convencién, haremos a un
lado los alfabetos como E={0,1,2, 11, 12} yE= {4, b, ¢, ba, aa}. (Ademis, este conve-
nio nos ayudara en la definici6n 6.5, cuando hablemos de la longitud de una cadena.)

Usando un alfabeto £ como punto de partida podemos construir cadenas con base en
los simbolos de I, mediante la siguiente idea.

efinicién 6.1

i E es un alfabeto y n € Z*, definimos las porencias de E recursivamente de la siguiente
manera:

1) =Xy

2) T = {xy|x EI, y € £'}, donde xy denota la yuxtaposicion de x y y.

Sea Z cualquier alfabeto.

Sin =2, entonces E* = {xy| x, y € }. Por ejemplo, siZ= {0, 1}, encontraremos que
X2 = {00, 01, 10, 11}.

Cuandon = 3, 1os elementos de ¥ tienen la forma v, donde u € Ze v € X-. Pero come
conocemos la forma de los elementos de E2, también podemos considerar que las cadenas
en T° son sucesiones de la forma wxy, donde #, » y € Z. Como un jemplo para este caso,
supongamos que Z= {a, b, c, d, ¢). Entonces E* contiene 5° = 125 cadenas de tres simbo-
los, entre ellos aaa, ach, ace, cdd y eda.

En general, para todo n € Z* encontramos que |Z7| = |Z |, ya que estamos trabajando
con disposiciones (de tamafio n) en las que estd permitido repetir cualquiera de los 1Z|
objetos.

Ahora que hemos examinado E° para n € Z*, veremos una potencia més de E.

definicion 6.2

Para cualquier alfabeto I definimos 3° = {